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1. GERAGAO DE SERIES SINTETICAS DE VAZOES

1.1 PORQUE SERIES SINTETICAS SAO NECESSARIAS

Admita que se pretenda realizar algum aproveitamento hidrico num local em
que gse disponha de um registro de vazdes, Este registro, chamado de série histori-
ca @ usualmente um dado de entrada para um modelo de simulag@o e/ou otimizagao que
produz como saida algum valor relevante para o projeto. Por exemplo : o volume do
reservatorio necessario para regularizar uma descarga pre-fixada, ou o minimo volu-
me afluente num determinado intervalo de tempo, ou a descarga maxima que o vertedor
deve ser capaz de dar passagem, ou outra grandeza qualquer. A figura la Tepresen-
ta a serie historica de uma segao do rio na qual se pretende construir uma barragem
que c¢rie um reservatorio de regularizacao., O "modelo de simulagao/otimizagao'" nes-
te caso € simplesmente o diagrama de Rippl, que produz como saida x, © volume de re

servatorio.

Ocorre que a serie histdrica & apenas uma das possiveis realizagoes de um
processo estocastico; ou seja, pode-se imaginar que a Natureza "sorteou" a  série
historica, segundo algum conjunto de leis probabilIsticas. Um novo sorteio redunda
ria numa outra serie, diferente da historica, mas igualmente provavel. Neste capi-
tulo serao apresentados modelos que procuram aproximar este comportamento estocasti
co. Cada um destes modelos permite que artificialmente se fagam tantos sorteios

quantos forem necessarios para o estudo em foco.

Cada sorteio estara associado a uma série de vazoes, chamadas de  serie
sintetica. Como estas séries serao todas distintas entre si, pode-se obter diver -
sos resultados provenientes de simulagoes, ao invés de um unico resultado que seria
obtido caso apenas a serie historica estivesse disponivel. Desta forma, a informa-
¢do contida na série historica pode ser mais completamente extraida. A figura 1b
mostra que a serie historica e dado de entrada para o modelo estocastico, que pro -
duz tantas series sintéticas quanto se queira. Como a cada série estocastica esta-
ra associado um tamanho de reservatorio, & possivel inferir a partirda amostra alea
} a distribuigao de probabilidades de X.

toria {x,, x,,

17 Xo» Xqseen

Caso se pretenda definir o volume do reservatorio de forma tal que a proba

bilidade de falha seja de ax100%Z, deve-se adotar o valor X s conforme ilustra a

P. 1



figura lc. Caso se pretenda definir o volume pelo método "tradicional'ly istoe X
existe um risco de falha igual a B. Neste exemplo, ''falha" significa o nao atendi
mento da descarga que se escolheu para regularizar num horizonte de planejamento de

comprimento igual ac da serie historica,

A disponibilidade de muitas séries sint@ticas pode dar a impressac de que
e possivel ter confianga absoluta nos resultados encontrados com 0 seu emprego. E
importante ressaltar, no entanto, que a utilizagBo de série geradas nao criz infor
magae alguma. Afinal, o processo de selegao de um modelo e de estimagao de seus pa
rimetros & feito,como se vera adiante, a partir de inferéncia com a série histd
rica. Portanto, a utilizacao do modelo estoc@stico de vazoes deve ser encarado sim

plesmente como uma maneira eficiente de se manipular a informagao existente.

Tanto a série historica quanto as sint@ticas sao discretas no tempo, ao con
trario da figura 1 que por simplicidade as representou de forma continua. Usualmen
te dispoe-se de vazoes com intervalo de discretizagao At diario, que servem para
definir as séries mensais e anuais. Procura-se em geral utilizar nos estudos de sis
temas hidricos o maior At que nao afete a precisiao dos resultados. Isto porque quan
to menor for At mais diffeil & modelar o processo estocastico correspondente. Em ou
tras palavras, em geral & mais facil representar vazoes anuais do que vazoes dié
rias. A seguir serdo expostas algumas idéias relacionadas a modelagem estocastica
de séries hidroldgicas, classificando—~se os métodos de acordo com o intervalo de

discretizagao.

1.2 MODELAGEM DE VAZOES ANUAIS

Os estudos do sistema de recursos hidricos nao utilizam em geral interva-
los de discretizagao anual. O maximo At usualmente utilizado & o més. No entanto
& indispensavel que se aborde a questao da modelagem de vazoes anuais, tanto  por
fornecer uma base tedrica sobre a qual se ira construir as demais modelagens, como
porque uma das alternativas de se produzir séries sintéticas mensais necessita que

ja estejam disponiveis as series sint@ticas anuais.
1.2.1 Estacionariedade

A figura 2 mostra a hidrografa do Rio Paraiba do Sul em Barra do Piral com
intervalo de discretizagao anual. Como se vé, as vazoes anuais (na realidade va-
zao media ao longo de um ano) flutuam entre 177 e 515 m3/s. Diversos pesquisado -

res tem procurado descobrir regularidades nestas flutuagoes, que teriam origem nas
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relagbes entre as variaveis climatico hidrologicas e as atividades do sol. A ocor
réncia das manchas solares em intervalos regulares permitiria prever, segundo es-
tes pesquisadores, ciclos de anos secos e anos umidos. Outras tentativas de desco
brir periodicidades nas vazoes anuais estiveram muito em voga na primeira metade
do século, quando pesquisadores procuravam ajustar as series hidrologicas observa-
das com o emprego das Series de Fourier. Como se sabe, esta tecnica consiste em
se ajustar uma serie temporal por uma soma de fungoes periodicas (senos e cosenos)
de amplitude e frequencia distintas., Para uma particular serie hidrologica, algu-
mas destas fungoes serao mais relevantes do que as outras para a obtengao de um bom
ajuste. As correspondentes frequéncias sao chamadas de "periodicidades escondi-
das", uma vez que nao foram identificadas causas fisicas que as expliquem. A tec-
nica de se fazer previsces a partir da extrapolagdo destes sinais periodicos  foi
bastante utilizada, porem em apenas alguns casos estas previsoces tem significado
estatistico. Por exemplo, Damazio e Kelman (1981) mostraram ser esta abordagem
0til para a previsao das precipitagSes anuais na cidade de Fortaleza. Em geral, no

entanto, o método carece de consisteéncia teorica (Yevjevich, 1979).

Ocorreram no passado notaveis variagoes climaticas, conforme o atestam as
diversas eras glaciais. Existem fatores astronomicos causativos de alteragoes na
distribuigao de energia solar sobre a superficie da Terra com periodicidades conhe
cidas. So que estas variagaes se processam numa enorme escala de tempo, abscluta-
mente irrelevante para os estudos de planejamento que se possa fazer para os peri
mos 50 anos, baseados em dados coletados nos Ultimos 50 anos (Yevjevich, 1979). No
remanescente deste texto a serie de vazoes anuais sera considerada estacionaria (as
leis probabilistica que governam o processo nao se alteram com o tempo), ressalva-

da a intervengao humana sobre a Natureza.

Uma série anual pode ser nao estacionaria devido a alteragao no uso da
terra, modificagao na segdo transversal ou mudanga de régua., A melhor maneira de
se determinar se uma serie e ou nao estacionaria e atraves do conhecimento da even
tual existencia de algum destes fatores. Caso isto n3o seja possivel, & preciso

examinar-se a série historica em busca de algum indicio. A inmspegao visual da fi-

‘gura 2 nao revela irregularidade alguma para a série de vazoes anuais em Barra do

. - , . ~ . N - . s 4 -
Piral. FEsta avaliagao subjetiva & em geral suficiente. Uma confirmagao pode o

entanto ser obtida de forma aproximada da seguinte maneira : divide-se a serie anu

_al em duas sub-séries conforme mostrado na tabela 1. Para cada sub-série computa-

~se o valor de media e desvio padrao amostral, ﬁj e Sj’ j=1,2, Em seguida aplica-

. =se o teste t de student para verificar a hipotese de igualdade entre as duas médi

as (ver, por exemplo, Gomide, 1976),




; RIO PARAIBA DO SUL EM BARRA DO PIRAI
i /
(e HIDROGRAFA DE VAZDES MEDIAS ANUAIS . 1921 - 1971
500+
4001 u —
L -
[} ] n u
. | B
3001 B 'ﬂ'__‘— _-] ] [} i B (]
1 M - -
2001 B - — -
1001
1921 1926 1931 1936 1941 1946 1951 1956 1561 1966 19 -1
fANOS)
o . FIGURA 2




Tabela 1 - Série de Vazoes Anuais do Rio Paraiba do Sul em Barra do Piral

SUB~SERIE 1 SUB~SERIE 2 OBSERVAGOES N
VAZAQ VAZAO
ANO ANO
(M3/s) (M3/8) 1) Media Amostral
n
~ 1
21 - 22 - .
336 46 - 47 406 = — I a
22 - 23 329 47 - 48 380
| 23 - 24 361 48 - 49 271 2) Desvio-Padrao Amostral
24 = 25 2647 49 = 50 361
| -
25 - 26 387 50 - 51 376 — Li(q, - D)
| 26 - 27 385 51 - 52 331
| 27 - 28 306 52 - 53 197 3
.28 - 29 421 53 - 54 223 3) Coeficiente de Variagao
. Amostral
| 29 - 30 313 54 - 55 177
130 - 31 416 55 - 56 214 & -8
31 - 32 355 56 - 57 303 voq
32 - 33 253 | 57 - 58 293 !
33 - 34 258 >8 - 39 313 4) Coeficiente de Assimetria
| 34 - 35 306 59 ~ 60 282 Amostral
35 - 36 299 |60 - 61 | 401
| ! : .
| 36 - 37 292 61 - 62 308 s L. n o (a3
37 - 38 | 329 162 -63 | 286 §3  (a=1)(n-2) *T =1
38 - 39 304 63 - 64 201 |
39 - 40 276 | 64 - 65 285
40 - 4l 206 65 - 66 362 5) Coeficiente de Auto-Correlagao
l41 - 42 | 274 66 - 67 | 515 Amostral A g
142 - 43 265 167 - 68 265 by e, - ;
43 - 44 298 168 ~ 69 | 200 n 2 |
{ : i iLy0a; = W)
44 - 645 1 273 69 - 70 | 303 :
45 - 46 284 70~ 71 | 216 n = Numero de anos |
1 n _*
-+ ]
SUB-SERIE 1 SUB-SERIE 2 SERIE COMPLETA i
i 311 299 305 |
s 54 81 ! 68
&y 0,17 0,27 | 0,22 |
Y 0,45 0,63 g 0,49
? 0,22 0,29 | 0,26 |
.- . i : }
=P, 6
| semeeememiea—
-
= )
|



—_—— . ——y ——

Para o caso do rio Paraiba do Sul pode-se calcular a estatistica t como:
i, iy m
t= Gy -W) [/ — > = 0,62

onde m @ o tamanho de cada sub-amostra (no caso m = 25). Como o valor critico pa-

ra o nivel de significancia de 957 (48 graus de liberdade) e de 2,00, nao se pode

rejeitar a hipotese da igualdade das duas medias. Um teste analogo poderia ser

feito para as duas variancias, 81 e 82, empregando-se a estatistica F.
1.2.2 Distribuigao de Probabilidades

As vazoes do Rio Paraiba do Sul podem ser ordenados de forma a produzir a

distribuicio acumulada empirica, mostrada na figura 3. Para a i-gsima vazao q; (em

ordem crescente) associa-se a ordenada dada pela posigao de locagao. No  exemplo

adotou~se a posigao , mas outras opgoes poderiam ser selecionadas. Um primei-

+1
ro gerador de séries sintéticas de vazoes anuais poderia ser concebido tomando-se
partido do seguinte teorema : se Q & uma variavel aleatoria qualquer e FQ(q) sua
distribuigao de probabilidades acumulada F (q) = Prob (Q < q), ent3o U = FQ(Q> tem
distribuig¢do de probabilidades uniforme (convem observar que se adota a convengao
de utilizar letras mailsculas para denominar variaveis aleatorias e minusculas pa-
ra denominar as observagoes das variaveis aleatorias). Nomeros aleatorios  com
distribuigac uniforme seriam sorteados, Uys Ups Ugs veve Para cada valor uj se
associa uma vazao anual 1> conforme figura 3, formando-se desta forma a serie
41> 99 q3, ree 3 que podera ser tao longa quanto se queira. Alguma hipotese sera
necessaria para extrapolar a distribuig¢ac acumulada empirica, uma vez que sempre e
possivel sortear—se um valor para U maior do que n/n+l. Alternativamente, pode-se
ajustar uma expressao analitica a dlstrlbulgao acumulada empirica, garantindo—-se u
ma extrapolagao automatica. Isto equivale a se adotar uma particular distribuigao
de probabilidades para vazao anual. Diversas distribuigdes tem sido sugeridas na
literatura, sem que nenhuma possa ser indicada para aplicagﬁo generalizada.
Markovic (1965) fez um estudo com 446 series de vazoes anuais comparando as diver—-
sas distribuigSes com base na bondade de ajuste medida pelo qui-quadrado. Sua con
clusio foi de que "todas as distribuigoes sao aplicaveis e nenhuma tem ajuste me-
ihor do que outra em relagao a dlstrlbulgao emplrlca de prec1p1tagao anual ou va-

zao anual"

Na Unido Soviatica utiliza-se a distribuigao gamma de tres parametros que

pode ser justificada com base num estudo chuva-defluvio. (Klemes,. 1978). .. Apesar

P. 7
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disto, apenas trés distribuigoes, que aparecem ma tabela 2, serao consideradas mnes
te texto. As razoes para esta limitagao sao de ordem operacional : quando o pro-
blema for multivariade, isto &, modelagem de diversas séries de vazoes, sera mais
facil lidar com variaveis que possam ser transformadas em variaveis normalmente

distribuldas.

A distribui¢do normal @ frequentemente adotada por ser bastante conhecida
e porque vazao anual & o resultado do somatdrio de um grande nimero de variaveis a
leatdrias (365 vazoes diarias)’. Na realidade a aplicabilidade do teorema do limi-
te central para casc em pauta & bastante questionavel, visto que as parcelas nao
sao independentes entre si, nem s3o igualmente distribuidas. A distribuigao nor-
mal apresenta ¢ inconveniente de ser definida para valores negativos de gq; ou se-
ja, existe uma probabilidade de que seja gerada uma vazdc anual negativa. No caso
do Rio Paralba do Sul esta probabilidade e menor do que (,000005; ou seja, pode-se
esperar apenas um valor negativo em 200000 ancs. Os parEmetros U e ¢ gue aparecem
na tabela 2 sdo estimados respectivamente pela média e desvio padrao amostrais ue
&, cujas expressoes aparecem na tabela 1. O sorteio de numeros aleatorios normal-
mente distribuldos & tarefa simples e usualmente rotinas para este fim estao dispo

niveis em qualquer sistema computacional,

A serie sintética %, a%, af, ... » a* assim obtida sera tal que lim uE =7
e lim G% = 5. 1Isto &, a media e desvio padrdo amostral da série sintética tendera
aos correspondentes valores da série histdrica, a medida que o tamanho da serie
sintética cresga. Diz-se que este modelo preserva estes dois momentos. Isto nao
& o mesmo que afirmar que o modelo ira reproduzir a media e o desvio padrao popula-

cionais, 1 e 0. Na realidade estes valores serac sempre desconhecidos.

A distribuigdo log-normal de dois parametros & definida unicamente  para
valores positivos de q. Portanto, & impossivel gerar-se uma vazao anual negativa.
Se Q tem distribuicdo log-normal de dois pardmetros, entac log Q tem distribuigao
normal; ou seja, a distribuicdo log-normal de dois parametros & indicado para a hi

potese de que a vazdo anual seja o resultado de um grande numero de fatores que 1n

§ , o~ .
0 teorema do limite central garante que, sob condigoes bastante gerails, a

soma de um grande numero de variaveis aleatorias independentes e igualmente distrl
buidas tem distribuig@o normal, nio importa qual seja a distribuigao de probabili-

dades de cada parcela.




Tabela 2 - Distribuigoes de Probabilidades

1) NORMAL (N) -m < g < +®
1 1 -u .2
£ (qQ = cexp [ -5 (L= ]
T
MEDIA = u

VARTANCIA = o2

2) LOG-NORMAL DE 2 PARAMETROS (LN2), q > O

exp [ - % @EESSl:lﬁng]

1
£.(Q) = —— .
Q var o Opn

2
MEDIA = exp [ 0; +1-ln] :E(Q\

VARIANCIA = exp [ 2 (oi + un)] - exp[ci +.2un] swmla)
onde
b, = E (4n(@)

ci = E [(tn(q) - E (2n(q)))?]

3) LOG-NORMAL DE 3 PARAMETROS (LN3) q>a

fQ(q) - 1 exp [ - %_(Ln(sz) - bny2]
Zm g n
a?

n
MEDIA = a + expl 5 —unJ

= 2 - 2
VARIANCIA = exp [ 2(a” + un)] exp [cn + 2un]

onde
Wy, = E [fn(q-a)]

o = E[(&n(g-a) - un)Z]




teragem de forma multiplicativa, Uma possivel maneira de se estimar os parametras
desta distribuigao seria repetir o procedimento adotado no cago da distribuigio nor

mal para a serie log q;, log q;, log ggs.... Desta forma, os parametros seriam es
timados como

4 n 2
O 1 - -y 1 -
My "o cBp 198 9 ¢ “a 1 th (log 9 1'ln) :

Numeros aleatorios normalmente distribuidos seriam gerados, log qi .
log qg,... que quando exponenciados resultariam na serie sintetica qi, qE, q§’°"'
Ocorre que neste caso lim TEE TR lin G% # 5, ou seja, a preservagao dos dois pri
meiros momentos na série dos logaritmos nao garante a preservagao destes momentos
na série original. As relagles entre estes dois conjuntos de parametros sao  ex-
pressas pelas equagoes que aparecem na tabela 2, que quando explicitadas para Wy e

o, resultam nas seguintes equagoes:

g2 = 1n(y) (la)

n

uy = —21— in (a2/(¥2 - ¥)) (1b)
2

¥ =1+ (ofu)_ (le)

Como usualmente o que se pretende & preservar os momentos da série histd-
riéa, e nio dos logaritmos, o que se faz & resolver o sistema de equagoes (1), subs
tituindo-se os valores de y e o respectivamente por U e g. E comumno entanto que
ambas as abordagens de estimagao de uoe o resultem em valores numéricos muiEo
proximos. No caso do Rio Paraiba do Sul em Barra do Piral, o emprego da  equagao
(1) resulta em woo= 5.6957 e o, = 0.2211, a&passo que a estimagao com a serie dos
logaritmos Wy = 5.6959 e o, = 0.2258,

A figura 4 foi apresentada por Klemes (1978) com base em dados coletados
por Yevjevich (1963). Ela mostra a relag@o entre os coeficientes de assimetria
(y) e de variagao (c/u) para 140 rios espalhados pelo mundo. Como se pode notar,
a maior parte dos pontos ficam localizada entre o eixo vertical (assimetria nula ;
possivelmente distribuigac normal) e a reta y = G—%ﬂ)s + 3(—%—9s que e a relag%o
pertinente i distribui¢do log-normal de dois parametros. Uma possive} explicagao
para este fato foi dada originalmente por Chow (1954) e repetidapor Klemes (1978).

Para estes autores, os fenomenos hidrolbgicos podem ser interpretados como sendo o




resultado de um conjunto nao enumeravel de causas fisicas que interagem tanto de
forma multiplicativa como aditiva. Uma vez que os efeitos multiplicativos  estao
associados & distribuicao log-normal de dois parametros (LN2) enquanto que os efei~
tos aditivos estao associados a distribuigao normal (N), pode-se esperar que a ver
dadeira distribuigac esteja situada entre os dois tipos limites (N e LN2), A dis-
tribuigio log-normal de trés parametros (LN3) (tabela 2) pode satisfazer esta pro-
priedade : quando o parametro a (deslocamento) tende para -~ a LN3 tende para N ;

quando a=0 a distribuigao LN3 equivale a LN2,

Cy 10

LN bans e man S e —r—r—r

T
-5 -0 -Q35

Figura 4 - Relagao entre o Coeficiente de Variagao e o Coeficiente de Assimetria

para Series de Vazoes Anuais de 140 rios de todo o Mundo.

A distribuicao LN3 & definida para valores de q> a. Se a<o, existe uma
probabilidade de que seja gerada alguma vazao anual negativa. A eatimagao dos pa-
rametros pode ser feita tanto baseado em valores amostrais da media, mediana e des
vio-padrao como baseado media, desvio padraoc e assimetria. Burges, Letteumaier e
Bates (1975) demonstraram a superioridade da segunda alternativa. Portanto com ©
proposito de preservar os momentos da série histdrica, e ndo de série de logaritmos ,
0s trés parametros Hyr 0, ¢ & devem ser estimados resolvendo-se as equagoes abaixo

onde u, ¢ e y devem ser substituidos pelos respectivos valores amostrais, H, de¥.

2
¢ = [(1+ -'5—2)+ (v? + -}“)1/ 1'% [(1%2) - (72+—}“)1/2]1/3 -1 (22)
para y > 0
o2 = n($) (2)

P.12



b= 5 in (2/(62 - 4) (2¢)

a=u-lo2/( -1 /E (24)

A figura 5 mostra as tres distribuig¢oes acumuladas de probabilidades ,
quando ajustadas para as vazdes do rio Paraiba do Sul. Como se vé todas as tres

parecem aderir convenientemente i distribuigio acumulada empirica.

1.2.3 Persistencia

A figura 6 mostra o grafico dos pares de pontos (qt,'qt+l) do Rio Paralba
do Sul, onde 9, & a vazdo anual do anmo t. Pode-se perceber que se o ano t fol se-
co (q, pequeno) o ano t+l tendera também a ser seco. E vice-versa, A este fendme

no da-se o nome de persisténcia ou de dependéncia temporal. O modelo visto na se-

¢30 anterior ndo poderia ser adequado porque adota a hipotese de aleatoriedade pa-
ra 8 série anual do rio Paralba do Sul. Isto &, adota a hipotese de que a distri-

buigao de probabilidades de Q independe dos valores observados no passado

t+l
{qt, Qpqs 9pogo ...}. Na realidade a figura 6 mostra que talvez esta hipotese sg

jafalsa, umavez queQ  , parece depender pelomenos de g, . Com base nesta constatagao,

pode~se sugerir o seguinte processo estocastico (em contraposigao ac processo alea

torio) para modelar as series anuais:

Quup =W *+p (@ -w +oVl-p2 Z ., (3)
onde

E (Zt+1) =0 |, wvar (Zt+1) =1 ;

Q e Z.yy sao independentes.
e Z el s3o independentes , t # T

A aplicacao do operador E (-), valor esperado, em ambos 0s lados da equa-

gao 3 resulta em

E (Qq) =u+p (BQY -w +o V1= p2 E(Z ) =0 EQQ) + p(l=p)

t+l

como o processo e estacionario E(Qt+1) = E(Qt)_e portanto

P.13
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E (Quuqp) =¥ (4)

Analogamente a aplicagao do operador var (+), variancia, resulta em

Var(Qt+l)"02 var(Qt)i-c2 (1-p2) var(zt+1)-r209 Y1-p2 cov(Qt, zt+l)

onde cov(Qt, Zt+1) significa covariancia entre Qt e Zt+l' que & nula porque estas
duas variaveis aleatorias sao independentes. Fortanto, langando-se mao que

var (Q_,,) = var (Qt) tem-se que

t+l

var (Qt+1) = g2 (3)

A regressao de Q em q, isto ¢, a express3o do valor esperado da vazao

t+1
no ano t+l conhecida a vazdo mo ano t & dada por

E(Qu,p1Q=a,) = E(Qu,qla) = wrelqw +o /1-p2 B(2,, ) =u+elagw) (B)

A varisncia condicionada, as vezes tambem chamada de variancia nao expli-

cada pela regressao, ou variancia residual, e dada por:

var(Q,,,la) = 0?1 - %) var (Z.y) = 0% (1 - p%) (7

Multiplicando ambos os lados da equagao (y) por Qt e aplicando-se o opera
dor E (+) resulta

E(Q,,; Q) = WE(QQ) *+¢ E(QZ) - uE(Q.) * oVl -2  E(Zgy Q)

Utilizando o fato de que var (Qt) = E(Q%) - Ez(Qt), as relagdes (4) e (5)

e a independencia entre Qt e Zt+1’ resulta
= 32 2
E(Qt+1 Qt) = u2 + p(o? + uz - u?2) + g/ 1 - p2 " E(Zt+1) = u< + po

Logo a correlagao entre Q e Q. tambem chamada de auto-correlagao, €

t+l
dada por
E(Q,.. Q) - E(Q,) E(Q., 2\ g2 y2
COrrT (Qt+1 Qt) = el ot t el . —H—;LE%-"—E— = p (8
g

@ar(Qt) var(Q, ;)

P.16
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0 modelo expresso pela equagao 3 implica que a vazao num ano qualquer
Quyp ¢ uma variavel aleatoria cuja distribuiclo de probabilidades marginal tem me
dia u e desvio padrac o (ambos os valores de populagao). Entretanto quando a va-
zao no ano imediatamente anterior q, e conhecida, entao Qt+l continua sendo uma va
ridvel aleatoria, s0 que com media situada na reta que aparece na figura 5 e des-
vio padrac (medida de dispersdo) menor, dado por ¢ ¥ 1 ~ p2 (o coeficiente de au-
to-correlagdo situa-se entre -1 e +1). Isto e, a distribuigao de probabilidades

condicionada tem media p + p(qt - 1) e desvio padrido ¢ vl - p2., Convem observar

que se o =0 nao ha persisténcia alguma e o processo estocdstico & na realidade a-
leatdrio, que foi assunto examinado na segao anterior. Por outro lado se p=1 a

variancia residual & nula, o que significa que todos os pontos na figura 5 cairiam
rigorosamente sobre a reta de regressao. Ou seja, a séerie anual 35 Gps Gg50-+ S8

ria formada por valores iguais.

Os parametros do modelo u, ¢ e p podem ser estimados a partir da média ,
desvio padrac e auto-correlagoes amostrais, M, & e p, cujas expressoes se  encon~

tram na tabela 1. A geracao de uma série sint@tica se faz da seguinte maneira:

a) escolhe~se um walor para q; e faz-se t=0
b) t = t+l

¢) sorteia-se um numero aleatorio Z o1 de média zero e desvio padrao uni-

tario

d) q . =H+5(q -D+3/1- CEEE T

e) va para (b)

Se a distribuigac de probabilidade de Z ,, for normal padrao, entao tanto

a distribuicdo marginal de Q como a distribuigio condicionada de Qt+1 conhecido

t+l
4, serdo tambem normais. Desta forma & possivel ampliar-se um dos modelos descri-
tos na se¢3o anterior - quando se assumia que a série historica anual @ uma reali-
zacao de um processo aleatdrio, com distribuigao marginal normal - para © modelo
descrito acima, em que se conserva a mesma hipotese quanto a distribuigao margi-
nal, mas se inclui o efeito da persistencia.

Y

Quanto ao valor imicial q, ha duas possibilidades :

(i) caso se pretenda produzir diversas séries sinteticas para fazer si-

mulagdes com relagdo ao futuro imediato, gq; deve ser-igual a ultima

F.17
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observagao da serie historica;

(ii) caso o estudo seja sobre o futuro longinquo, q deverz ser sorteado
de uma distribuic¢do normal de média 1| e desvio padrao G, para cada

serie sintetica.

Caso se pretenda adotar um modelo que considere a persisténcia e simulta-
neamente produza vazoes com distribuigao marginal de probabilidades LN3, modifica-

~se a equagao (3) da seguinte forma:

- - Ay - 2 JT - o2 9
+
log (Q ;- & =u_ *+p (log (Q =a) -u)) +op V1=-opD 2., (9
onde
2ot ¢ uma variavel aleatdria com distribuigdo mormal padrao.
A estimagac de oy pode ser feita calculando-se o coeficiente de auto-cor-
relagdo amostral, segundo expressao contida na tabela 1, para a serie

{1log (q1 - a), log (q, - ), ... , log (qm - 3)}, sendo @ determinado pela resolu
¢do do sistems de equagoes (2). Neste caso, analogamente ao que foi visto no item

anterior, lim p* # p. Isto &, as séries sinteticas nao preservarao o coeficiente

de auto-correlagao amostral da série historica. Alternativamente pode-se obter
esta propriedade estimando-se P, POF
S An (L +po(4 = 1)) (10)

n in ¢

onde ¢ e p devem ser substituidos pelos respectivos valores amostrais.

0 modelo expresso pela equagao (3) & chamado de auto-regressivo linear de
ordem 1 — AR(1l). O termo deriva do fato de que E(Qt+lth = qt) e uma fungao li-
near de q, © somente de q, (se tambem dependesse de AP Qpgs *°° e de Qg+l °*

seria de ordem k). Pode-se demonstrar que de acordo com a equagao (3)

corr (Qt+l’ Qt-k+l) = pk (11)

para k = 1,2,...

A figura 7 mostra o grafico de corr (Qt+1’ Qt—k+l) em fungao de k, chama-

ﬁ? de correlograma. A curva teorica e obtida da equaggo (11) e a amostral pela ex




n-k
.1 L Q@B (g = N -
°k ¥ Tk a S )

2
e&1 (9

Convém observar que quando k=1 a equagao (12) ja foi utilizada na tabela
1. A comparagao entre a curva teorica e a amostral permite que seja verificado |,
em termos probabilisticos, se o modelo expresso pela equagao (3) & de fato uma boa
representagao do processo estocastico em tela. Existem maneiras objetivas de se
fazer esta comparagao, assim como existem inumeros procedimentos para se propor mo
delos alternativos., Estas questoes extrapolam o escopo do presente trabalho. 0
leitor interessado deve consultar, por exemple Yevjevich (1972) e/ou Salas et al
(1981),

0 modelo expresso pela equagao (3) e tambem chamado de "markoviano' : ter
informagao sobre o valor de 1, 2 tudo o que & necessario para se fazer prognosti -
€OS5 guanto a Qt+1’ sendo inutil conhecer-se tambem Qo1 Seopr oo Colocado de

outra maneira, pode-se demonstrar que

corr (Qu,q» Q. 1Q=a) =0 (13)

para k = 1,2,...

1.2.4 Modelagem Multivariada

Dois aproveitamentos hidricos proximos sao em geral atingidos simultanea-
mente por baixas (ou altas) vazdes ocasionando secas (ou cheias) regionais. Pode
~se modelar este fendmeno atraves do emprego de equagoes que garantam a preserva -
gao das correlagoes amostrais, correspondentes a vazoes de mesmo ano em locais
distintos (Matalas, 1967). Isto &, cuidar para que os valores de corr(Q, (1),Q,.(3»)
nas séries histdricas e nas sintéticas sejam estatisticamente indistinguiveis para
¥i,j, onde i e j s@o os Indices dos locais de aproveitamentos hidricos. De forma
mais simpies, pode-~se preservar apenas as correlagoes entre pares de "ruidos" .

corr(zt(i),zt(j)) = E(Zt(i),zt(j)) (o ruido de cada local & padronizado).

Considere o seguinte modelo

Z =v ¥ (14)

be P.19



onde é [Z (1), Z (2), A (k)] e? £ um vetor com k variaveis normais padro

nlzadas Lndependentes e B & uma matrlz de parametros de dimensac kxk k & o numero

de locais.

Pode—-se provar que

- Py T
cov(Zt) F cov(Yt)F

e como cov(?t) & a matriz identidade,

FFT (13)

cov(zt)

As equacoes L4 e 15 revelam que & possivel produzir um vetor de variaveis
aleatdrias associado a uma determinada matriz de covariancia a partir da combina -
¢3o linear de variaveis aleatorias independentes entre si, desde que a matriz F a-

tenda 3 equagao 15.

A estimagao de cov(Z ) pode ser feita obtendo-se a série historica de rul
dos {21(1), Zz(l), - zt(l), vee Z (k)} a partir da resolugao da equagao (3) (ou

(9)) onde os valores de Q sao substituidos pelos valores observados na se~

e
e+l © Q
rie histdrica de vazdes e os parametros sao substituidos pelas suas respectivas es
timativas numéricas. A estimativa do elemento (i,j) de cov(it) e neste caso
- 1 n
cov(Z ). = —_ T

t'i,] n t=1 zc<i) zt(j) (16)

A diagonal de cov(it) deve ser unitaria, na medida que var(Zt(i)) =1, ¥i.

A matriz F e estimada substituindo-se o lado esquerdo da equagao 15 pela
estimativa da matriz, expressa em (16). Existem no entanto muitas matrizes F que
satisfazem a equagao (15). Uma maneira de se encontrar uma destas solugoes & de
se arbitrar que F seja triangular, o que resulta num sistema linear de facil so

lucao (Young, 1968).

Em resumo, a geragEo multivariada de vazoes anuais pode ser obtida produ-

zindo-se pela equagao (14) ruidos para os k locais de interesse. Individualmente,
. -~ ' - . v a0 b4 "

para cada local, a persistencia e garantida utilizando-se estes ruides ma equagao

(3) (ou (9)).
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1.3 Modelagem de Vazoes Mensais

Os modelos de simulagdo e/ou otimizagao empregados para o planejamento e
operacao de sistemas de recursos hidricos utilizam com frequéncia séries de vazoes

com intervaleo de discretizacao mensal.

Ao contrario do processc anual, vazoes mensais nao podem mais ser conside
radas como uma realizagac de um processo estacionario. A figura 8 mostra a evolu-
¢3o da média das vazoes, para cada més do ano, do Rio Paraiba do Sul em Barra do
Piral. Um simples exame comprova o carater sazonal desta estatistica, 0 mesmo
se da com o desvio-padrac e coeficiente de auto-correlagao, respectivamente nas fi

guras 9 e 10,

0 modelo estacionario expresso pela equagao (3) (ou (9)), nao pode mais
ser empregado, no sentido que para vazoes mensais nao & valido, por exemplo, a i-

gualdade E(Qt) = E(Q,..). Uma adaptagac da equagao (3) pode, no entanto, ser con-

t+1
seguida atraves do chamado modelo de Thomas-Fiering:

Prlrsl / 2
X, e "Heer * o (Xt,t =M H Oy T lmer T (17
onde
XT,t € avazaonomes T, ano t
T=1,2,...,12 € o indice do més
t =1,2,.... € o indice de ano

Adota-se a convengao 'circular" de que se T = 12 entao

X = X

c = g
T+1,C 1,t+l? ur+1 e

= ul

A manipulagao da equagdo (17), nos mesmos moldes da discussao efetuada a-
pos a apresentacao da equagao (3), revelaria uma série de resultados que generali-

zam as equagoes (4) a (8) e (23):

= 18
E(XT,t> e (18)
X = g2 (19)
var( T,t) o
E(X _ _ pT T+1 ( _ UT> (20)
w1, el ¥e T e < Ve G T, t
= g2 - 2 21
var(x'r+l,t|x't,t=q ) c'r-l-l (1 UT) (21)
T,t
p.23
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= g ey

corr(X ) = by (22)

X
T+l,t* T,t

corT(X 1y p0%y pmg) T PePr-1 ot P P12 P11 Pro (23)

2

produtc de K fatores

onde

K=120 + v - o + 1

A extensao do modelo expresso pela equagao (17) para o caso multivariado
poderia ser conseguida, de forma aproximada, pela preservagao das correlagoes en-
tre pares de ruidos (zr,t(i)’zr t(j)) correspondentes aos locais i e j, conforme
explicado no item 1.2.4. ’

A figura 11 mostra o grafico de (corr(XT+l’t,Xa’t_£)) calculado pela equa
cao (23), para 1+l equivalente 2o més de setembro, e a correspondente curva amos-
tral. Como se vé, o ajuste deixa muito a desejar : a curva tedrica decai muito
mais rapidamente do que a amostral. Pode-se mostrar que uma das consequencias des
te fendmeno & de que a auto-correlacdo das vazoes anuais sint8ticas, produzidas a
partir de séries mensais geradas pela equacao (17), tendera a ser inferior a auto-
correlagdo amostral calculada a partir da série historica de vazoes anuais. O e-
feito disto pode ser grave quando se modela sistemas de recursos hidricos com re-
servatorios capazes de exercer uma regularizagao plurianual., Uma possivel solugao
para este problema € a de se empregar um modelo auto~regressivo sazonal de ordem
maior do que 1. Alternativamente; pode-se procurar um método que gere inicialmen-

te as vazdes anuais e depois desagregue cada valor anual em componentes mensais.

0 modelo de desagregagao proposto por Mejia e Rousselle (1976), estenden-
do uma abordagem originalmente proposta por Valéncia e Schaake (1973), & definido
pela regressEo das vazoes mensais de um ano qualquer na vazao anual do mesmo ano e

em algumas vazoes mensais do ano anterior. Formalmente

- n e - h e 7
Xt X192, e-17M12 Yi,¢
X, t 72 X1,e-17M11 AN
= A Q-w+ B 12x11
) (12x1) (12xp) . . (24a)
_ - 17
¥12,67412) X 2-p+1,t-1""12-p+1] 11,¢

onde Vt & um vetor de variaveis aleatdorias independentes entre si, de media zero ¢

P24
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desvio padrao unitario A, B e C sac matrizes de dimensao respectivamente igual a

(12x1), (l2xp) e (12x1l).

Por simplicidade de notagao sejam as matrizes aleatorias que aparecem na

equacao (24a) re-batizadas de forma seguinte:
- \3

(12x1) (1x1) (1x1) (11x1)
Y = A W+ BZ, + C v, (24b)
(12x1) (12x1) (12x1f

?
As matrizes parametros A, B e C devem ser estimadas de tal maneira que se

jam preservadas as estimativas de

Yt S 8
cov = ¥y ye (25)
L 2 Szy zz
I - oy
Ademais, deseja-se que Wt =75 z Y_r e isto e, que a media do pro-
3

cesso mensal seja sempre igual ao processo anidal. Este requisito e importante por

que o processo W, ja foi gerado numa etapa anterior e nao pode ser modificado.

t

Os parametros A, B e C podem ser calculados atraves do seguinte procedi -

mento:

- Define-se D = [-%5 ,‘%E ’ ...,-%E ] como um vetor constante de 12 compe

nentes. Desta forma:

= 26
wt DYt {26)

Como cov(DY) =D cov(Y)DT, obtem~se que

= T 27
var(Wt) D SYY D (27)
Multiplicando-se (24b) por Wt e tomando o valor esperado, obtem-se

T T
= 28
DSy AD S,y D + B SZY D (28)

Multiplicando-se (24b) por Zt e tomando o valor esperado, obtem—se

S = ADSYZ + BS

YZ ZZ

As equagoes (27) e (28) podem ser resolvidas para A e B:

P.26
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A = (Sgy = Syp (8,50~ Szy)D [D(sYY - SYZ(SZZ) S;g)D ] (29)
-1
B = (I - AD) SYZ (SZZ) (30)
Multiplicando-se (24b) por YE e tomando o valor esperado, obtem-se
- T,T T T T T T 3
Syy = AD(SyyD"A" + S.,B") + B(S, D'A" + §,,B ) + CC (31)

A equagao (31) e resolvida substituindo os valores de A e B ja calculados,
A equagao resultante & do tipo vista no item 1.2.4 e admite solugdo analoga. Al-

ternativamente, uma das solugoes para C e dada por

C = GHl/Z (32)

onde

a matriz de autovalores de CCT e

[[*RY

G

a matriz diagonal de autovalores de CCT.

m1

H

Pode-se demonstrar que

DA = I (33
DB =0 (34)
DC =0 (35)

Multiplicando-se a equacao (24b) por D e aplicando (33), (34) e (35), e

facil mostrar que a equacao (26) e verdadeira.

Comoc o vetor Vt e independente, pode—se sortear amostras a partir de uma
distribuicdo normal padrdo ou ent3o sortear pontos das amostras historicas de cada

componente de Vt (Kelman et al 1982),

1.4 Modelagem de Vazoes Diarias

1.4.1 Modelagem Direta

Series sinteticas com intervalo de discretizagao diario sac em geral uti-

lizadas para estudos relacionados a controle de cheias.

Uma primeira tentativa para modelar estas séries poderia ser feita utili-

.27
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zando—se qualquer das formulagoes apresentadas para modelar as vazoes mensais. Is
to &, vazoes diarias seriam representadas pela equagao (17) ou (24), s0 que o indi
ce T variaria de 1 a 365 em vez de 1 a 12, Esta abordagem, no entanto, nac conse-
gue reproduzir seja as exageradas assimetrias apresentadas pelos registros diari -
os, seja a diversidade de comportamento dos ramos de ascengao e recessao das hidro
grafas. Em consequencia, existe , mna literatura diversas propostas de modelos
especificamente devenvolvidos para At = 1 dia. Estes modelos sao em geral compli-
cados e sua descrigdo tornaria este texto excessivamente longo. 0 leitor interes-
sado deve consultar, entre outreos, Barbosa (1981), Kelman (1980), Yakowitz (1979),
0'Connell (1978), Weiss (1977), Treiber e Plate (1975) e Quimpo (1967).

1.4,2 Modelagem Indireta

Uma outra forma de obter séries sintaticas de vazdo com intervalo de dis-
cretizacao diario e de gerar séries estocasticas de precipitagoes, que servem como
dados de entrada para um modelo deterministico chuva x vazao. Esta opgao pode ser
vantajosa nas regides em que se disponha de um registro pluviometrico de melhor

qualidade do que o fluviometrico, o que & frequentemente o caso.

Diversos autores tém estudado precipitagio didria, em geral no intuito de
derivar resultados analiticos que permitam a definigao da distribuicao de probabi-
lidades de variaveis relevantes — maxima precipitagao ou precipitagao acumulada —
sem que seja preciso gerar series sintéticas. Como o objetivo deste texto e de
fornecer subsidios para a produgdo de séries sintéticas de vazao, estes estudos
nio serao considerados. A seguir apresenta-se uma formulagao bastante simples, su
ficiente para produzir series sintéticas estacionarias correspondentes a um posto
fluviometrico. Kelman (1976) generalizou o procedimento, permitindo a modelagem

multivariada e nao-estaciomaria.

Registros diarios de precipitagao tém um grande nimero de zeros. Eles po-
dem ser vistos como realizagoes de um processo estocastico intermitente. O proces
so poderia ser modelado ajustando~se uma distribuicao de probabilidades mixta : uma
massa de probabilidade p(0 < p < 1) correspondente 3 precipitagao nula (u = 0), e
uma distribuigao continua (1-p) fU(u) para u > 0. Ocorre, no entanto, que esta a-
bordagem desconsidera uma caracteristica relevante da serie de precipitagao diaria:
dias chuvosos tendem a ocorrer aos grupos, principalmente em regioes onde a maior
parte da precipitacao tem origem na chegada de frentes, que por vezes estaclonam

por dias seguidos. Formalizando, seja a variavel aleatoria St’ definida como:

P.28



Tepes samgy

[45]
Hi

1, dia chuvoso
~ (36)
0 , dia nao chuvoso

o
]

Pode-se definir a cadeia de Markov de dois estados pela matriz de transi-

gao
1 - pgy Po1
(37)
L=-»rp P11
onde
Pop = PLSpuy = 1 | S, = 0l
P1p = PLSLyq =1 DS, = 1]

Espera-se, devido & persistencia de dias chuvosos, que P11 > Por-

Para os dias t em que St = 1, sabe-se que existe alguma precipitagao. Sua
magnitude devera ser sorteada da distribuigao de probabilidades da variavel aleatd
ria R — altura de precipitagao diaria (Fp(x)). Esta distribuigao de probabilida-
des podera ser a empirica ou entdo alguma distribui¢ao parametrica ajustada aos
dados amostrais. A distribuicdo empirica so devera ser utilizada quando o "poligo
no de influ€ncia' do posto fluviometrico corresponder a uma area de drenagem  com
tempo de concentragEo de alguns dias. Neste caso, cheias mais severas do que as
registradas no historico poderdo ser produzidas pela simples persisténcia da preci
pitagdo, sem que haja dia algum no periodo chuvoso em que a precipitagao sintetica
ultrapasse a maxima do historico. Em bacias mensais, no entanto, cheias sinteti -
cas mals extremas do que as observadas no passado estarao associadas necessariamepn
te com extrapolacoes de precipitagdo diaria, o que impoe o ajuste de alguma fungao

analitica 3 correspondente distribuigdc de probabilidades.

Na fase de estimagao, deve-se selecionar um periode suficientemente curto
para que se possa aceitar a hipotese de estacionariedade do processo estocastico
"precipitacao diaria", por exemplo o meés mais molhado do ano. As probabilidades p,

e sao estimadas por:

Po1 © p11

P = n? dias nao chuvosos
ng dias chuvosos + n§¢ dias chuvosos

P.29



LA vv-—qvlvw"m
1] .

.30

- _ o de dias nao chuvosos seguidos por dias chuvosos
Po1 n® dias nao chuvosos

~ _n9 de dias chuvosos seguidos por dias chuvosos

P11 n? dias chuvosos

0 algoritmo de geracac pode ser descrito como !

a) Sorteie um numero uniforme U

<§+S=O
b) U °

>§—>S=l

e) £ =0

d) Sorteie um numero uniforme U

<P
~ Se 5, = 0 entao i { o1
> Ppy
<P
- Se S, = 1 entao U 1
> P11
e) Se St+1 =1 =+ sorteie R de fR(r)
£f) £t = ¢+l

g) va para d.
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t+1

£+l

t+l

£+l
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