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Regumo

& apresentada uma tentativa de solugBo pare as equagoes de escoa-
mento a superficle livre bageads em vérias hipbteaes simplificadoras
entre quais se destacem:

a) as grandezas hidrailicas sdo supostes "flutuando” ligeira-
mente em torno de grandezas de referenclas poaaibilitando
asainm a llpnearizagdo do sistema

b} é suposto um influxo mulo de montante -

¢} & suposto um influxo lateral unitérioc de duracao M.

A 1mp1antg¢'§o da "solupo" encontreda trouxe dificuldedes quanto
s convergencia, E felto um estudo que mostra que a responsibilldade
peln falta de convergencia cabe 8o excesso de hipéteses gimplificadoras
e néd a problemag de ordem computacional.

Abstract

Using a unit step lateral inflow of duration A and zerc upstream
contribution, the Saint-Venant equations of free-surface flow sre solved
using & linearization technlque.

Tt is suggested that problems of convergence when applying the

solution ere due to an inconsistency which results from the simplifying
hypotheses adopted to permit a clesed=-form solution.
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Introdugio

As equapbes de Saint-Venant pera escosmentc a superfihie livre 8dd:

5; s gf" =/ | (1)
G B oY gls-g)- S L (2)
onde
L = L{x,t) = vazdo lateral por unidede de comprimento do canal
y¥* = y#(x,t) = profundidade
u* = u¥(x,t) = velocidaede de escommento

g% = g¥(x,t) = vazdo por unidade de largura do canal

Posichd

“
[}

t = tempo
g = aceleraqt’f(’) da gravidade

declividade do fundo do canal

1<)
]

8
f

o~ o~ fad
Como se sabe, as equac;o"és acima nac sao de slwples molugac. Frequentemente

declividade da linha energética

alguns termos sao omltidos, permitindo soluqo'és mals faceis como por exemplo g
sbordagem de onda cinemitica. Outras vezes conservem-ge todos og termos e utili-
za~se um tretamento numerico. Esta ultima alternativa, spesar de apresentar res-
postas satisfetories a maior parte das configuracc’i‘és de eaccamento, ressaente-ge
de uma contribugioc a um entendimento meis profundo doa fenowenos envolvidos.

Solucess analiticas ainda 850 portante altamente deseja/.veis.

Una alternativa no trato das equa:;c';és de Saint-Venant fol apregentads por
Deyuie Wa mais de vinte e cinco anos: trata-ge da solug:a'fo linear completa. Ou
seja, através de um artificio, as equacdés sac linearizadas e oferecem agsim ma

relativemente simples soluci‘f).

Recentemente wn grupo da Universidade da Irlanda liderado pelo Prof, Dooge,

peaquizou em mels profundidade as soluco"és linearizadas, Merece destague o
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trabalho de Harley e Dooge {1) onde o escoamento fol idealizado como respostsa
s wn infiluxc de montante igual a fungéﬁ Delta de Dirac e« com ausencis de Influ-
%o lateral. Ume oubtra tese, desenvolvida por 0'Meara resolveu o problema do
influxo lateral, tambem iqual a funcEB Delta de Dirac e com ausencia de escoa-

mento de montante.

A adapta¢£6 dog estudos de Harley e de 0'Meara com objetivo de fornecer um
insgtrumento teé}ico para o Modelo de Simulaqéé Hidrolgéica que egtava sendo des-
envolvido no MIT, fol feito por Bravo e pelo prgprio Harley. O apelo da aborda-
gen linear reside no fato de permifir convolu¢§b de diversos influxos com a res-
posta & um influxo sluples, anﬁlogamente a abordagem de hidrograma unitE}io.
Brave nEB encontrou dificuldades em implantar o slstema para o caso de escoamento
de montante (2). Entretanto, viu-se frente a instabilidades numéricas para o Caso
de escosmento lateral. A alternativa encontrada fol a de wtilizar uma solupdo
approximada e concluiu-se pela neceasidade de maicres pesquisas para a soluqﬁb

deste problema,

A soluqab para o caso de influxo lateral finite encontra-sa no apéndice,
As hipSteses assumidas s#o:
(1) vale a equagdd de Chezy: 8p = a2/ 2y¥3 onde C = coef. de Chezy.
(ii) ﬁ guposto que as grandezas tem variaﬁzo no tempo como no €spago
de tal forma que Ekz-é£5¥a onde m ¢ n podem ser substituidos

L
por g* ou y* e K e 1 por t ou x.
(11i) Linearizagdo:
a(x) + a{x,t)

{x) + yi{x,t)

[H

Q*(x’t)
Y*(xat)

onde Q(x) e ¥(x) 8s&o grandezas de referencia e a(x,t) e y(x,8) .

It

o~ o~
sho pequenas perturbagoes.

(iv) Condi¢Ses de fronteira impostas
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Hx t]
(a) ox °
(b} L(t) = uft) - uf{t - X)
(¢c) grx,0)=0
(a) 22020
(e) glo,t) =

{v) 0 escoamento & suber{tico.

~
A solugho como aparece na eq. (Ak2) &

€
ot t) = 5 () uld) - £ (- u fi’—/l)-:/f/t‘-«)a () E o) Ao

¥-A
+ [ Btt-d-wdutbedma) F) ot (3)
onde

!{/ﬁﬁ 2 (B ART A3 Juté-a 4 AR 4 St -a +AE-J/ (k)

St = fungéo Delta de Dirac

I = ﬁmqﬁ’o modificada de Bessel de 1° espefcie e de 1° ordem

_ xQ
-_9-)/25(/—/'7‘9 )
8 = Y@ -FYS 4 355 A = =]/ 4/;4]/2 (6)
—/(/—'FF @ /-b‘-)f-f oS 7 — 22885, Fr b
) S5 YIC* Zgaz‘ / Z2g0H /
2/ 45@2. d )/252- /)/2" (?)
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,
Analise
ana. 158

A tentative de implantar a solug&ﬁ expressa en (3) em uma programa de cou-~
putador trouxe grandes instabilidades. A princibio pensou~se que a dificuldade
residia no agpeto computacional e numérico do problema. Entretanto, ap(/)s ume
cuidadosa revista destas possibilidades foi constatade que s insolvencis deveris
ter causag mails profundas. Em vista disto procedeu-se & uma analise mals cri-

terioss da "solucho" expressa em (3).

Por convenlencia seja definido
[/55 +——(/- z)]f
T Lo ATT ) ®)

De (3), (k) e (8)

9, t)= KR ult)-Flb-Ault-d)-etp Y",f*j; y / 55-20- ﬁ)j}

(X !‘.')

£ £
/fg(fw)/;‘(q/)a (A + ASF) ot -—_[/;’(z‘—)—-x}/;(ff)u (ot - Ad AR )t
o (A AR U lb=A A ) exp/l‘i'-;-‘-;f—l’i)(/.sso " C—“;(/wl)y

# E (tedmA A AR ult A=A + A ¢

ex / SAL)- ’“_’)//.55.+E§H0—5y]} (9)

Ume das condipdes que a fungdo expressa em {9) tem que satisfazer ¢
/4"?" ?(x: ) = O

ve (7) verlfica—se que para t>» 0, Fa(t) tem comportamento linesr. Ou seja
E(b-A+ AR )alleAp AR ) [5(E-A=A # AR ) u(E-A~A + AR )
= E(t)ult) = El=A) u(t-4)= WY (constank) z o (10)
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S Btra) ww-n v i) om -
¢
| S2C-A-a) S5} oA ¢ AP )odo = btz o (11)

De (9}, (10} e (11)

£ 5XSe RAA R
P v~y (45t L ﬁ)_)/cg'(x,f)

Como

exp /.5;;.5:,) GAﬁ://S.S._,‘ a(,_ﬁy)/ggf(x,t) EX-
para t)) 0

/:5.\'5'. 2

(1o LS - 9 55w 2 <o

ou seja
/-5 Se A ’

De (5) e (12)

/-S‘XS'.;. _,2_ A o=

7R " v [+ 0-mY  o o

Para t3>0 parece razoavel assumir que as eondiq:oes de unformidade s80 restau-

radas e que portanto Sf = SO. Com egta suposic;'é'f) (13) pode ser reescrito como:

1E(I-1F) - -f%;—ﬁz 2z o

Y Ariissoszzo (14)
Egta inequa,(;&’; vale quando Fr e[l, 2] . Mag uma das hipgteses assunidas &

Que o escoamento & subcrftico, isto & Frefo, 1] . Esta contradighd demongtrs,

que de fato q(x,t) expresso em (3) nio pode converglr. finteressa.n’ce observar

que or referido programe de computadoy apregentou algume estabilidade para a con
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diqa."é de eacoamento eritico.
Concluaaf;

Fol verificade que a falta de convergencia pars a hidrSgrafa expresas em (3)
\
deve-ge algums lmpropriedade intrinsica de derivac’éfo e ne’tg a dificuldades de
ordem computacional, como & princfpio se pensou. A sbordeagem peca pelo excesso de

hipdteses simplificadoras.
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Apéndice

As equagoes de Saint-Venant para escoamento a superficie livre ga0:

* ¥*
.gxﬁ -~ -g:;z =/ (A1)
Ju¥,  ou¥
s 7&_‘79)( (%, S;z)m——L (a2)
Por defini;:ﬁé q¥ = uky¥ (A3)
Pars escoamento uniformes vale & expressac de Chezy para perda de carga
2
= 25
5% cz-gﬁg (Ah)

De {(A2) e (A3)

/ ul Q_gx * * [_
GRS R e

De (A1), (Ak) e (a5)
B2 g _? 2 99 w3 a2t (46)
(99%2 ¥ 7+ 29%g* 2 # y*? 2L = gy*35, - TE

%
Negta etapa o objetivo ¢ eliminar o termo ;f e para isto convgm, cone
s ~

se verd adlante, diferenciar (46) em relagid a t e desprezar os produtos dos

termos diferenciais. Isto slgnifica que ’e supesto que as grandezas tem var:l.ag:a"fé

"susve" tanto no tempe como no espago

(g 2%%)-2bis + 29%y* 22 + 9”25?;?3 sgges - 222 (D)

De (A1) e (A7)

g vz o 29%
@yo@_?.\‘z) L -29 _9*'5—92— ynzaﬁ 39y 25-;-1

C‘Z % @y;\-.’ 7“)____ - 3‘75*4\5;/_ (48)

Com intuito de linearizar (A8}, seje
a¥(x,%) = a(x) + qx,t) (49 )
y*(x,t) = ¥(x) + y(x,t) (a10)

onde Q(x) e Y(x) sa0 grandezas de referencias e q(x,t) e y(x,t) 589 pequenas
perturbagods. De (A8}, (A9) e (Al0)

Ab-B



(v @) 2% - 20v, 57 -2 2% a5yt 22

20 %o (2 00 sy,

Mag gY3 - Q2 = gY3(l - Fra)
onde Fr = N2 de Froude. De (All) e (A12)

L
(- 5093 2% -2ar 2% - v* 24 547222

- Zg_z@ 22 = (1- ) gy 4 - g 35:L

{

Com intuito de aimplificar a notagé‘i;. sejam definidas as seguintes variaveis

auxiliares:
D =gY
E =2QY
¥ = 3S°
@ = 2ga/¢"

(43) pode mer reescrito

3 ;)A
//-m}»w;;?- QT;E Y“ﬁf M;ﬁ G-f_//- Aoy Y- oF YL

As condic;oes de fronteirs impostas paTa a soluqao de (A18}) aera"o’:

2,

L(t) = uft) - uft - A)

g(x,0) = 0
gl o
q(0,%) = 0

De (A18), (A19) e (420}

(/—Fi—‘)ﬁY‘;—l? ~E 22 Y‘—-—? DFY;i Ggi =DFY [u(¢) ~u (¢-4)]

94'3f

Definindo-se G(x,s) como a Transformads de Laplace de qlx,t), Llsto &

g% 3) =./ exp (~5t) g%, &) et

A6~9

(
{
(
(
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Applicando a trangformada em (AZL)

(/-5‘).0}’“%?—55 §f+£—~?ﬁf 0)-Yls 7 * r% gx, o) ¢ Y’ J z 90%.. 2)

—pFY%ZH— E5§ + Golko)= -ppy/ﬂ%@%] (.
De (A21), (A22) e (A25)
(7-52) Dy2 ai;g—/fs 2 DFY) %f_/yfs%: Gs5) 5= &DFy/L%ﬁ’!fy (

'd
Seja uma nove variavel definida por

Y /- -
pine) = oo FE [t
De (A2G) e (A27)

Y p
(1-52)0v* 2%, -/eswm’lz?;?-f ryhugs)pl o (

~ ~
Tratando a variavel de transformagac 8 come uma constante {em %), a soluq§$ g

(A28) serd da forua

g’ = Kexp (rx) (A
onde
o (Es2DFY) — JlES4DFEY )% 4 (DY (Y 5 % G (A
a 2(r~52) Dy |
De (427) e (A30)
- DEY )= expl-ls)
Gk, 3) =K exp(rx) 4 ST / ::/’ ] (A
Togo
e oo OEY [1-expds)] :
ey e G w

Adote-ge a conven?éé de que

£ s)= o [Fte,2)]
Seja definide

(5) = X V/ES10PY) 3 A(7=FH2)oy (Vi piis)
}{ = exp 2//_51')9)/2_

ou seja
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T 2(?-4-2)0Y2 (4
Seja definida u veriavel auxiliar
_ 206FY 40508 _@* P
H 2[Ex+ 4(1-F2)DY " 72["5-": * wm (- F J] (A

Iogo

- -—)(]/éz,n4(/-/~'}’~)DY4 a 2 L alan e
ﬁ/s—ﬂ) = exf’[/ Z-EIDYE \/5 '/;/ - £=+4(f-5-=}.ar+/ *

Seja definida a variavel auxiliar
* K pxpz)/z //“‘5’:)&; x 2 RS
ST = ~7? SaSpr e 28,
e = v L A 57

Obviamente 132 e ums grandeza positive. Portanto os velores de Sf e Fr estﬁé

restritos de tal forms que a expresa?:o acims geja poslitiva.
Seja definida a variavel suxiliar
A = x@/j)”ﬁ'//-—ﬁ") {2
De (A35), (A36) e (A37), consultando ume tabela de Transformedas de Laplace:
F(t)a ) {5} = eyﬂ#ﬂ)/ﬁ‘%—[@fm}uﬁunﬁJY:‘-AJ] (2
onde & (.) = fungho Delta de Dirac
I = :f‘u.ng:ﬁb modificada de Bessel da 1% especie e de 1° ordem

1
pe {A30) e {A33)

oL Texp rx}:,f‘}fe.g.a %/Wﬁtﬁsj_{(y

_ jExSs @ a2, -,
= -exp/?—ﬁ%)— - ?"5_" /»55,*;(/-5’,27/2‘*:45)}'

Vi L[ o utt-Au)

* Jt-h Mﬁ)j = £, (;
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Agora voltande a equag:ﬁf) A32}, verifica-se que

~f DEY 1~ expds)] ] _ t) —Alt-4) (4-4)
oL S(ys*» as) Ck ke

onde
fite) = SRS ogp (42280 )1 + 2L
De (432), (A39) e (A4O} e utilizando o teorems da convolupdd
g(%, t) = 5 () u(t) - Et-A)act-A)
-/ e eyl
Zwd

" f B (bn A= s} ua(E-A)E () .

Fl(t) ¢ expresso por (A39) e Fp(t) por (Ak1).
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