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CAPITULO 11

REVISION DE PRINCIPIOS DE PROBABILIDAD Y
ESTADISTICA

11.1 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Se presenta un texto introductério, bastante reducido, que no tiene la menor
pretensién de discurrir sobre la materia con rigor matemético. Al contrario, el
asunto fluye de cuestiones familiares al planeamiento de sistemas
hidroeléctricos, presentando simultineamente conceptos de Probabilidad y
de Estadistica. En los libros didacticos estas dos materias son usualmente
presentadas por separado, una a la vez.

Comencemos por una pregunta para la cual todo planeador de sistemas
hidroeléctricos adoraria tener una respuesta:

{"Cuél ser4 el volumen total de agua que un rio cualquiera depositara en
el embalse de una central hidroeléctrica a lo largo de un afio cualquiera
del futuro?”

Nadie sabe responder con precisién esta cuestién. Se dice que este volumen
desconocido, .que dependerd de acontecimientos futuros, es una variable
aleatoria, designada usualmente por una letra mayiscula, por ejemplo X.
Todo lo que podemos hacer es colectar los volimenes observados en el
pasado y procurar identificar las regularidades estadisticas de esta coleccién
de nimeros.

Por ejemplo, la Tabla 11.1 muestra los valores observados para las afluencias
al embalse de Funil, puesto fluviométrico de Barra de Pirai, Rio Paraiba do
Sul (Brasil), de 1921 a 1970. Los valores estin expresos en caudal medio
anual, que es el volumen total dividido por el niimero de segundos de un
aiio. Cada valor de la Tabla 11.1 es una observacién de la variable aleatoria X.
Usualmente se representan simbélicamente estas observaciones por letras
mindsculas. Asi x(1)=336, x(2)=329, x(3)=361,... x(n)=216.

Promon Proyecto PARSEICA



Seminano |

|
|
I
L

pProbablitdad y Estadistico : 11-2

Serie de caudales anuales del rfo Parafba do S;pI, en Barra {;Io Piral, R].

Subserie 1 Subserie 2 | Observaciones
Afio Caudal Afo Caudal 1) Media muestral !
_ (m3/s) (m3/s) ‘
21-22 336 46-47 406 i ¢
22-23 329 47-48 380 P=— 29
2324 361 4849 271 B
24-25 247 49-50 361 2) Desvio padrén muestral
2526 387  50-51 376 |
2627 385 5152 331 e L
27-28 306 5253 197 O - \[; z(qi TH)
28-29 421 5354 223 e
29-30 313 54-55 177 3) Coeﬁfciente de vaﬁacién
31-32 355  56-57 303 -
3233 253 5758 293 E :
3334 258 5859 319 Cvzn |
34-35 306 59-60 282 L ;‘
35-36 299 60-61 ~ 401  4) Coeficiente de asimetria
3637 292  61-62 308  muestral
37-38 329 6263 286 B .
38-39 304 63-64 201 1 LR P
39.40 276 6465 285 | & (n-D(n-2) 2 (ai-¥)
4041 206 6566 362 | |
41-42 274 66-67 515 5 Cmﬂciente de auto correlacién
4243 %5 6768 265 el i:
43-44 298 68-69 200 r-1 ;
44-45 273 6970 303 2 (g-R)(Q+1-1)
45-46 284 7071 216 . E :
| )2
i Z (1. "{)
n = hamero de a:hos
Subserie 1 Subserie 2 | Serie completa
n m 299 ! 305
o 53 79 | 67
Cy 0,17 0,26 | 0,22
Y 0,45 0,63 | 0,49
o 022 0,29 i 0,26
| |
Tabla 111 |
| |
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Seminario } Probabilidad y Estadistica 11-3

AR A

Esta coleccién es designada de muestra de la variable aleatoria X, siendo n el
tamafo de la muestra. En el caso de la Tabla 11.1, n=50. Es necesario tener
plena percepcién de la diferencia entre la variable aleatoria X, cuyo valor es
desconocido y una observacién de la variable aleatoria, que es un nimero
conocido, x.

. Para cualquier par de niimeros (a, b), se dice que existe una probabilidad de

que X asuma un valor en el intervalo (s, b). Esta probabilidad es un namero
entre 0 y 1, designado simbdlicamente por P(a<Xsb). Andlogamente, P(X<a) y
P(X>b) significan respectivamente la probabilidad de que X sea menor que a
y mayor que b.

Para el ejemplo presentado, esta claro que el volumen total afluente no puede
ser negativo, lo que implica que P(X<0)=0. Por otro lado, P(X>0)=1. En otras
palabras, ciertamente el valor de X sera positivo. Imaginandose el dominio de
X como la semi-recta positiva, X puede asumir cualquier punto de un nimero
infinito de puntos que componen la semi-recta. Para un valor de x cualquiera,
X sera ciertamente menor o igual a x, o entonces X sera mayor que x. Luego
P(X s x) + P(X>x) = 1.

Por facilidad de notacién, se define la "funcién acumulada de probabilidad”
F(x), para todo x del dominio de X, de tal manera que:

P(X=x) = F(x)
(1)
P(X>x) = 1-F(x)

La probabilidad de que X pertenezca al intervalo (g, b), es decir P(a<Xsb) =
P(Xsb) - P(X<a) es dado por:

P(a<X<b) = F(b) - F(a)

La derivada de F(x) en relacién a x es también una funcion de x y es llamada
"funcién densidad de probabilidad de x™:

fix) = dF(x)/dx (2)
Como F(x) es no decreciente, f{x) es no negativo. Al contrario de F(x), que es
adimensional, f(x) tiene dimension inversa de x. Asi, si x es medido en m3/s,

f(x) sera medido en s/m3. Fuera del dominio de X, f(x) = 0.

La probabilidad de que x pertenezca al intervalo (4, b) es también dada por:
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b
P(a<Xsb) = F(b) - Fla) = [fix) dx

|
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El menor y el mayor valor de la Tabla 11.1 son respectivamente 177 y 515
(m3/s). Est4 claro que nada impide que X asuma un valor fuera de este
dominio. O sea, la probabilidad de que en el futuro se observe una afluencia
menor o igual que la minima afluencia registr da en el histérico de caudales
no .es cero: F(177)>0. No obstante, esta ocurrencia no es "probable”, como se
dice, significando que F(177) es un namero. mucho més préximo de 0 de que
de 1. Sin embargo, la simple observacion de la Tabla 11.1 no nos permite
precisar el valor de F(177). ; -
En busca de una solucién, debemos examinar los datps disponibles. Los
valores de la-Tabla 11.1 pueden ser orderados crecientemente, con el
proposito de obtener una "nueva” muestra, rejordenada,|x(1) < x(2) < x(3) <
..< x(n). A cada valor de x(i), paraientre 1y n,se asocia la frecuencia relativa
de observaciones menores o iguales a x(i), e%sto es, i/n. Con los pares de
valores (x{i); i/ n) se produce el grafico de la funcién "escalera” G(x) mostrada
- en la Figura 11.1. Nétese que G(x) es la frecuencia relativa de observaciones
menores o iguales a x, atn cuando x no coincide con ninguna de las
observaciones de la muestra. Asf, por ejemplo, ‘Péu'a x= 240, tenemos G(240) =

8/ 50 = 0.1 6. ) } i
Frecuencia Acumulada - 50 afios ‘
Caudales Anuales del Rio Par?iba Sul i
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Cavcgles (m3s) | !
Figura 11,1
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Serninario Probabilldad y Estadistica 11-5

En caso que la Naturaleza sélo consiguiese "sortear" cada afio uno de los
valores de la Tabla 11.1, y ningin valor diferente, F(240) seria igual a G(240).
Sin embargo este no es evidentemente el caso, visto que la Naturaleza no se
contenta con tan poca variedad. O sea, el futuro no es obligado a repetir el
pasado. Sin embargo, G(240) puede ser visto como una "estimacién" del valor
desconocido de F(240). Es intuitivo que esta estimacién ser4 tanto més precisa
- cuanto mayor sea el tamafio de la muestra n. En la realidad se puede probar
- que cuando n tiende a infinito, G(x) tiende a F(x).

Conceptualmente esto significa que si tuviésemos el privilegio de haber
observado la Naturaleza por un nimero infinito de aiios, entonces podriamos
conocer con precision cual es la "ley probabilistica” que ella adopta, traducida
por la funcién F(x), también llamada de "poblacién". Como esto nunca ser4 el
caso, tendremos que contentarnos con aproximaciones.

En la Figura 11.2 se reproduce la funcién G(x), junto con las funciones Gy(x) y
Gy(x), derivadas respectivamente de la primera mitad (afios de 1921 a 1945) y
de la segunda mitad (afios de 1946 a 1970).

Frecuencia Acumulada - 2 x 25 Afos
Caudaies Anuales de! Rio Paraiba Sul
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Figura 11.2
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Se puede notar que Gy(240) = 1/25 = 0.04 s bastante diferente de Gy(240) =
7/25 =0.28. Si tuviésemos otros 25 afos obtendriamos un tercero valor,
también diferente. A esta diversidad de estimaciones se le llama "variacion
muestral”. Naturalmente G(x) = (Gy{x) + Ga(x)) / 1 2. Por ejemplo, para el caso
en que x es igual a 240, tenemos 0,16 = (0.04 + 0.28) / 2. Si tuviésemos un
nimero infinito de sub-muestras, en vez de apenas dos, G(:;’c) convergiria para
F(x). : | |

| i
| ]

Una de las cuestiones fundamentales de la Estadistica es gstimar la funcién
F(x), conocida una muestra de X. En general, se} define arbitraﬁamente para
F(x) una expresién matem4tica simple, con pocos parametros a ser estimados
a partir de los datos existentes. F(x) debe ser una funcién no decreciente, ya:
que P(X=a) s P(X<b), para a < b. Ademds, F(x) c:?ebe tender para 0 cuando x
tiende para el limite inferior del dominio de X, que puede ser menos infinito.
Analogamente, F(x) debe tender para 1 cuando x tiende para el limite
superior del dominio de X, que puede ser mas iniﬁnito.
i |
Por ejemplo, vamos suponer que la variable aleatoria X tenga la distribucién
de probabilidades "exponencial”, dada por: 1~

F(x) = 1-¢h ; (4)

3

definida para valores de x en el intervalo (0, =), fsiendo by ei unico parametro.
|
Observe que F(x) es una funcién creciente, ademas de ser positiva y que:
FlO)=0yF(=)=1

La funcién densidad de probabilidad de X es:

- F o= hX ‘
f = 2 e, o (5)

Existen diversos métodos para estimar el (los)i palzrémetro(sb de F(x) a partir de
la muestra. El mas simple y méas utilizado ¢s el método de los momentos.
Veamos un ejemplo. ‘

t
I

i |
La media aritmética de los valores de una [muestra és llamada "media
muestral” o "primer momento muestral”, :

i
:
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Seminatio | Probabllidad y Estadisticc n1-7

n

x=1/n 21(1’) (6)

i=1

En el caso de la Tabla 11.1, x = 305 m3/s. Como el propio nombre lo dice, la
. media muestral depende de la muestra. Si considerdsemos s6lo la primera
mitad de los datos de la Tabla 11.1, la media muestral serfa 311 m3/s.

La "media poblacional’, el valor esperado de la variable aleatoria, o atn, el
primer momento de poblacion, es definida por:

E(QQ = J'xf(x) dx
R

donde R es el dominio de la variable aleatoria X. Para la expresitn
matematica arbitraria seleccionada se tiene:

E(X) = .J’ xheddx =1/ 7)
0

El método de los momentos, para este caso, consiste en igualar el valor
numérico del primer momento muestral (la media aritmética de las
observaciones) con el primer momento de poblacién (expresién paramétrica
del valor esperado de la variable aleatoria). Para el caso especifico se tiene:

1/h = 3050 A =0.00328 (8)

Se utiliza el acento circunflejo """ sobre A para resaltar que 0.00328 es apenas
una estimacién del valor verdadero y desconocido de A.

Adoptandose el valor numérico de la estimacion de la Ecuacion 4, es posible
trazar el grafico de la estimativa de la funcién acumulada de probabilidad
F(x), que surge en la Figura 11.3, juntamente con el gréfico de G(x).
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Frecuencia Acumulada y Dlsmbuctén de
Probabiidad Exponencml Pnrmba Sul
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Figura 11.3

Ahora ya estamos en mejores condiciones para estimar la probabilidad de

que en un afio cualquiera del futuro ocurra una aﬂuencxa anual inferior a la
minima del histérico.

F(177) = 1 - ¢ - 000328 (177) = 0.44 | %
! \
El lector tendré razén al sospechar que el resul#ado arriba esta incorrecto. En
fin, si alo largo de 50 afios no se observé valor alguno inférior a 177 m3/s, no
parece aceptable que la probabilidad de que en un afio cualquier del futuro
ocurra una super-sequia sea de 0.44 (o como algunos prefieren, de 44%). De
hecho; la eleccién de la Expresién 4 fue totalmente arbitraria, basada en la
simplicidad matemdtica. No tenemos razén a]guna para imaginar que la
Naturaleza haya hecho la misma eleccién, lo que para' el caso especifico
definitivamente no ocurrié, Esta impropiedad en la eleccion de la Ecuacién 4
puede ser confirmada observindose la Figura 11.3, donde se nota una

concordancia insatisfactoria entre f(x) y Glx). '

\ ;
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Serminario } Probabllidad y Estadistica 11-9

Este aparente fracaso en la utilizaciéon de la Ecuacién 4 no nos debe inhibir de
utilizarla en otras circunstancdias. Por ejemplo, si estuviéramos interesados en
caracterizar la variable aleatoria Y, definida por el total precipitado a lo largo
de un dia en el mes de enero, en la ciudad de Rio de Janeiro, Puesto
Pluviométrico de Realengo, dado que ocurre alguna predpitacién (es decir,
descartados los casos en que Y=0).

Para el periodo de 1965 a 1972, se observaron 138 dfas lluviosos, de un total
de 248 dias. La media muestral de las precipitaciones en estos 138 dias fue de

13.14 mm, lo que resulta en A = 0.0761 mm-1. En la Figura 11.4 se nota una

concordandia satisfactoria entre F(x) y G{x), lo que muestra el acierto de la
eleccion de la Ecuacién 4 para modelar la precipitacién diaria en Rio de
Janeiro. Mas adelante, cuando fuera discutida la teorfa de pruebas de
hipdtesis, serd explicado como se decide la clasificacién de una concordancia
como "satisfactoria” o “insatisfactoria”. En la Figura 11.5 se presenta la
estimacion de Ja densidad de probabilidad de Y, juntamente con el grafico de
frecuencia relativa "escalada” de las 138 observaciones de dias lluviosos.

Frecuencia Acum. Distrib. Prob. Expon.
Precipitacion en Rio de Janeiro 8 aos
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Figura 11.5 :

Volviendo a la cuestion atin sin respuesta: thjlﬂ funcién analitica F(x) debe
ser escogida para modelar voliimenes anuales afluentes al aprovechamiento
hidroeléctrico, visto que la adopcién de la Fcuacion 4 no fue satisfactoria?
| :
Un importante resultado de la Teoria Estadistica ayuda a responder esta
pregunta. Se trata del Teorema del Limite Central. Este teorema dice que el
resultado de la suma de un gran nimero de vaﬂ'-iables aleatorias,
- I 1
X=Y1+Y2+Y3+ ...+ Yn |

para n grande, es otra variable aleatorfai cuya funcién densidad de
- probabilidad ests dada, para todos los efectos practicos, por:

- |

fix) = 1/ o\[Zm) exp (- 0.5 CH)) o <x < 9)
| |
\ %

Obs.: El dominio de la precipitacién fue dividido en‘intervalos de Ay = 5mm. Si n; es el
namero de observaciones en el i-ésimo intervalo, entonces f; = %‘ es la frecuencia relativa
de observaciones en este intervalo.

|
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Seminarlo 1 Probabllidad y Estadistica 1-n

La variable aleatoria X que tenga la funcién de densidad de probabilidad (9)
es llamada "normal" o gaussiana, y los pardmetros de la funcién f(x), deben
ser estimados en cada caso real.

La Figura 11.6 muestra un grafico de la ecuacién (9) juntamente con el gréfico
de frecuencia relativa "escalada” de las 50 observaciones de afluencias al
embalse de funil, para Ay = 60m3/s (Tabla 11.1). Es instructivo comparar la
densidad de probabilidad de una variable aleatoria con distribucién
exponencial, un ejemplo del cual se encuentra en la Figura 11.5, con la
densidad de probabilidad de una variable aleatoria con distribucién normal,
Figura 11.6. En un caso se observa la funcién tremendamente asimétrica,
mientras en el otro ocurre simetria perfecta. El Teorema del Limite Central
asegura que aun cuando las parcelas tienen funcién densidad de
probabilidad bastante asimétrica, como en la Figura 115, la densidad de
probabilidad de la suma va quedando cada vez mas simétrica, en direccién a
la forma de la Figura 11.6, en la medida en que aumenta el nimero de
parcelas. Casi todas las variables aleatorias relevantes para el planeamiento
hidroeléctrico tienen densidad de probabilidad situada entre los dos limites:
distribucién exponencial y distribucién normal.

Densided de ProbabdiXdade Nor mal
Couddies Anuctes del Ris Paraibe Sul

N T\

0DO4

- / \

L 100 200 30 400 00 400

Caudales (m>m)

Figura 11.6
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- Por ejemplo, ya vimos que la distribucién exponencial es un modelo
satisfactorio para la altura pluviométrica diaria y puntual. Como la .
precipitacion total sobre un 4rea puede ser vistd como el resultado de la suma
de un gran nimero de precipitaciones puntuales, cuanto fnayor sea esta area,
tanto més la distribucién de probabilidades deber4 alejarse de la “forma
exponencial" en direccién a la "forma normal". §i el 4rea de interés fuera todo
el Continente Americano, es de suponer que 1a precipitaéién diaria total ser
una variable aleatoria que, para todos los efectos précticcés, tiene distribucién
normal. Ya la precipitacién diaria sobre el 4rea de drenaje. contribuyente a
una planta hidroeléctrica deberé quedar a medjo camino ‘entre la exponencial

la. normal, Si consideramos la precipitacién sobre el é}rea de drenaje, a lo
largo del aiio, (suma de 365 parcelas), estaremos aproximéndonos més aun de
la distribucién normal. | T
} ' F

Es bien posible que la distribucién normal jsea apropiada en el caso del

volumien total afluyente a un embalse, a lo largo de un afio, dado que esta

variable resulta de la suma a lo largo del tiempo- (365 dias) y a lo largo del
espacio (cuenca de contribucion) de las precipitaciones puntuales efectivas, es

decir, descontada la evapotranspiracién. |

Nimero total de observaciones. Naturalm%en'te, 2 m =n y 2 fi=1. La
. i f | .
| t '[ !

frecuenéia relativa "escalada” es Gi = "E} Nahiralmente, Ay 2 gi=1
p ! S

, |
Como la distribucién de probabilidades normal tiene dos pardmetros
(Ecuacién 9), Ja estimacién de los parimetros no puedg¢ ser hecha igualando
sélo el jprimer momento muestral (la media aritmética) con el primer
momento poblacional (el valor esperado de la variable aleatoria). Es necesario
echar mano también de los segundos momentos. Se pu¢ de mostrar que, para’
el caso de la distribucién normal, las ex‘p‘Fesiones paramétricas para los

momentos de poblacioén son:

E[X] = [xfix)dx=p

y ’ | (10)

E[X?] = szf(x)dxxf(x) dx=02+u!,3

-0 i
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~ Seminario 1 Probablidad y Estadistica 11-13

Se puede mostrar que 0% = E[(X - p)2]; @ es llamada de varianza de la
poblacién y o es llamada desviacién patrén 6 desviacidn "standard”.

Para los valores de la Tabla 11.1 ya vimos que la media muestral es 305 m3/s.
La media aritmética de las observaciones elevada al cuadrado (segundo
momento muestral) es 97514 (m3/s)2. Luego tenemos las siguientes
estimativas para los pardmetros:

i = 305
&2 = 97514 - 3052 = 4489 = 672 (11)

Se puede ahora re-estimar la probabilidad de que en un afo cualquiera del
futuro ocurra una afluencia anual inferior a Ja minima del histérico:

177 -
P(X<177) = jas 67\2x) exp( - 0.5 (15-792)2) dx (12)

-0

Ocurre que no existe una expresién analitica para la integral anterior. Por otro
lado, es com1in encontrar en diversos libros de texto y "handbooks" una tabla
que proporciona el resultado de la integracion arriba indicada, que equivale a
F(x), para el caso particular en que p = 0 y o =1, en cuyo caso la variable
aleatoria es llamada "normal patrén". Para hacer uso de este recurso,
reproducido en la Tabla 11.2, es necesario notar que:

P(X = 177) = F(177) = P( X;" < 177;' By - N( 1—7—%'—&) (13)

donde N(.) es la funcién tabulada. Sustituyendo los valores de los pardmetros
para el ejemplo en pauta se tiene que:

B(X < 177) = N(-1.91) = 0,0281 (6 2.81%) a4

Aplicindose el mismo procedimiento adoptado en x=177 para otros valores
de x, es posible hacer el grifico de F(x), que aparece en la Figura 11.7, junto
con el grafico de G(x). Se nota ahora una concordandia "satisfactoria".

El lector podra indagar ;Cudl alternativa tomaria si el ajuste no fuese
"satisfactorio"? Ya tenemos la pista que, en este caso la mejor distribucién
deberia tener una forma a medio camino entre la exponencial y la normal,
pero jcual?

Promon ‘ Proyecto PARSEICA



| ‘
sarminaro Prebablidad y Estadisiica 1-14 .

i
|

En los libros de Estadistica son presentadas lafs diversas% distribuciones de
probabilidades que "se quedan a medio camino". Para efecto de este texto
necesariamente sintético, basta presentar la funcién densidad de probabilidad

de la distribucién gama: \ l
|
akyk-1 i

f) =% D P (M) xz0A>0 o (15)

‘donde \ y k son parametros y I'() es la funcién gama (tabulada). Cuando k es
entero, I'(k) = (k-1)! : | -
Es facil percibir que cuando k=1 la Ecuacién 15 colapsa en la Ecuacién 5, es
decir, la distribucién exponencial es un caso particular|de la distribucién
gama. En realidad, se puede mostrar que la funcién densidad de
robabilidad de la variable aleatoria "suma de k parcelas, teniendo cada
parcela distribucion exponencial” es exactamente la Ecuacién 15, aunque k no
necesite ser, necesariamente, un entero. Debido al "Teorema del Limite
Central”, en la medida en que k crezca, la distribucién gama se aproximara
cada vez mas de la distribudén normal. P%ara efecto] de estimativa de
- pardmetros, se puede mostrar que: | i

|
1
! i
| T
I
i
!

E[X]=k/\ ‘ | :
y 1+k ,K K 5 (1e)
+ ! 1 -
E[X2]=k"'l_2_'= K)Z-POZ - 02':;@ i ::
| |
Luego, las estimativas de los parametros de la distribui:ién gama para los
datos de la Tabla 11.1 son: ;

3 = 0.0679

k = 20.7239

Se puede mostrar que: |

1+k K2 K
o? = EQAEYX) =k33 32 =32
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Seminario 1 Probabllidad y Estadistica 11-15

11.2 PRUEBAS DE ADHERENCIA
11.2.1 Prueba Chi-Quadrado

‘Pruebas de adherendia, también llamadas pruebas de adecuacién de ajuste,
pretenden determinar si una cierta distribucién postulada es razonable en
presencia de los datos. Por ejemplo, cuando el hidrélogo piensa en adoptar la
distribucién normal como modelo para describir las afluencias anuales de un
rio, es 16gico probar la adecuacién de este procedimiento.

Volvemos nuestra atencién més una vez para la Figura 11.6, que servira como
ejemplo de aplicacion de la prueba de chi-quadrado. En esta figura se observa
que la funcién densidad de probabilidad parece ajustarse bien al grafico de
las frecuencias relativas escaladas. Pero necesitamos una variable que
cuantifique el grado de este ajuste. Para esto debemos dividir el dominio de
la variable de interés (caudales, en este ejemplo) en un cierto niimero de
_clases. Cada clase debe tener por lo menos cinco observaciones. Suponga que
escojamos clases con amplitud de 60 m3/s, resultando las siguientes
frecuencias absolutas y relativas (la frecuencia relativa es la frecuencia
absoluta dividida por el nimero de observaciones, en este caso 50).

Clase Dominio Frecuencia Frecuencia | Probabilidad
Absoluta Relativa
fi pi

1 X < 240 8 0.16 0.17

2 240 < X < 300 17 0.34 0.31

3 300 < X < 360 13 0.26 0.32

4 360 <X 12 0.24 0.20
Suma 50 1.00 1.00

La dltima columna es la probabilidad de que la variable aleatoria sea
sorteada en el dominio correspondiente a cada clase. Asi, con auxilio de la
Tabla 11.2 podemos calcular.
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Seminario 1 Probabllidad y Estadistica 11417

pl = P (X < 240) = N ((240 - 305)/67) = 0.17
p2 = P (240 < X < 300) = N ((300 - 305)/67) - N ((240 - 305)/67) = 0.31

y asi sucesivamente.

-, La medida del ajuste es dado por la suma:

c= E gﬁ:-ﬂ)— (17)

0.2~
Cuanto menor sea ¢, mejor serd el ajuste. En este ejemplo ¢ es igual a 502.
Esta claro que c es una variable aleatoria porque el valor que asume depende
de una tabla de observaciones aleatorias. Se puede demonstrar que para
cualquier distribucdén de probabilidad de X, la distribucién de
probabilidades de ¢ es aproximadamente chi-quadrado con el tnico

_parametro, llamado "grados de libertad" igual a m - k- 1, donde:

m = nimero de clases en que el dominio fue dividido; en este ejemplo,
m=4;

k = nimero de parametros que fueron estimados; para la distribucién
normal, k = 2.

La Tabla 11.3 reproduce la distribucién de probabilidad chi-quadrado para

‘diferentes valores del parametro "grados de liberdad". Param -k-1=4-2-1

= 1 grado de liberdad nétase que:

P (C < 3.84) = 0.95

_ Esto significa que si de hecho la distribucién de probabilidad escogida fuese

correcta, normal para caudales anuales en este ejemplo, entonces la
probabilidad de que la medida de ajuste C sea inferior al valor critico 3.84 es
igual a 0.95. Se dice que el nivel de significancia de la prueba de adherencia
es de 95%. Como el valor calculado ¢ = 0.0 es inferior al valor critico,
decimos que no tenemos razones para rechazar la distribucién propuesta
(normal, en este caso). Este resultado no nos sorprende porque ya

-sospechdbamos que la distribucién normal es un buen modelo matematico

para los caudales anuales del Rio Paraiba del Sul. Pero, ;Qué pasa cuando
escogimos un mal modelo para el caso bajo examen, como la distribucién
exponencial?
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Vamos a repetir el procedimiento para veﬁficar la :iadherencia de la
distribucién exponencial a los datos de caudales arjuales. Para esto,
calculamos las probabilidades correspondientes a cada clase con auxilio de la

~ ecuacién (4), para el valor del pardmetro Y ya calculado e i‘[gual a 0.00328. Por
" consiguiente, tendriamos en este caso que ‘el niimero de pardmetros
estimados es m = 1 y por lo tanto debemos entrar en la Tabla @ren la
segunda linea, correspondientea4-1-1=2 grados de libertad, resultando el
_ valor critico de 5.99, para el mismo nivel de significancia de 95%. Ademads,
[ i :
| |
pl=1-e=054 | |
p2=(1-¢€)-(1-¢) =009
p3=(1-¢)-(1-¢)=006
pé=1-(1-¢)=031 |
Aplicindose la ecuacién 17 para los nuevos valores de p podemos calcular ¢ =
. 1.64, que aiin sea superior al valor de ¢ = 0. anteriormente calculado, es
también inferior al valor critico de 5.99. L |
| t
Este resultado es decepcionante, puesto que sabemos que la distribucién
exponencial es un mal modelo para los caudales anuales del Rio Paraiba del
Sul y por lo tanto esperibamos un valor de C syiperior al valor critico. O sea,
la prueba del chi-quadrado en esto caso fue initil para indicar que el modelo
propuesto es malo. Por esto decimos apenas que "no tenemos elementos para
rechazar el modelo propuesto, con base en el resultado|de la prueba". No
sabemos cual es la probabilidad de estar cometiendo un error al tomar esta

decisién. Este error - dejar de rechazar un falso modelo - es llamado "error.

tipo 2".

Por otro lado, si el valor de C hubiese sido sup‘erior al valor critico, entonces

deberfamos rechazar la distribucién propuesta. En este caso dirfamos que "el -

modelo debe ser rechazado y la probabilidad de qué esta decisién sea
equivocada es inferior a 0.05". Este tipo de error, rechazar un modelo
verdadero, es llamado "error tipo 1". En prue})as de adherencia en general
solamente se cuantifica la probabilidad de cometer error del tipo 1, que es lo
complementar del nivel de significancia de la ?rueba, eniesto caso 1 - 0.95 =

0.05.
}
I

i
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Seminario 1 Probabllidad y Estadistica 1n-19

11.2.2 Prueba de Kolmogorov-Smlmov

Otra prueba de adherencia muy utilizada es la de Kolmogorov-Smirnov,
apesar de ser menos general que la prueba chi-quadrado, pues rigorosamente
es aplicable solamente para testar la adecuacién del ajuste de distribuciones
en que los parimetros sean conocidos, en vez de estimados a partir de datos
.observados. Cuando los pardmetros son estimados a partir de los datos, la
prueba es apenas aproximada.

Distrib. Acum. y Distrib. Probab Normal
Caudlaies Anuales del Rio Paraiba Sul
100 T
i
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j |
om0 — - + ‘
i

}
bk
LN

: ; |
! : '
o %0 , . I

'
i,
i ]
. ' / ! !
0e0 :
. 1 ! ‘
| / | b | |
0% - L : : { 4
X i 1 i [
1 1
f ! } i '
0.0 - . T H t *
' H \ | | 4
' | | l | |
0 10— +- ; i } :
| 1 i 1 ] |
j ! ! } i : :
- | t ' .
M P P s %0 oy P o 0

caudales (l'l'\3 /8)
Figura 11.7

La prueba concentra atenci6n en la comparacién de las funciones F(x) y G(x).

Examinemos la Figura 11.7 en que las dos funciones estan graficadas juntas,

para el caso en que F(x) fue calculada por la distribucién normal ajustada a

los caudales anuales del Rio Paraiba del Sul. La adherencia entre las dos

curvas parece satisfactoria. Una medida de la adherencia entre las dos curvas

es el maximo desvio vertical entre ellas. Para este caso, el maximo desvio
ocurre para el valor x = 313. Consultando la Tabla 11.1, se tiene:
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T
| |

Niimero de observaciones iguale;s o inferiores 2 313 32

G(313) = =5 1 =55
G(313) = 0.64
Consultando la Tabla 11.2, | |
S i |
' 313 - 305 ! i
F313)=N(—% ) =N(012)=055 | |

Por lo tanto la méxima distancia vertical para laé dos curvas es:

s = 0.64 - 0.55 = 0.09 | |

Vamos a repetir la operacién para el caso de la Figura 113 en que
intentdbamos ajustar la distribucién exponencial a los caudales anuales del
Rio Parafba del Sul, con resultados notoriamente insatisfactorios, En este caso
la méxima distancia vertical ocurre para x = 177y se tiene:

G(177) = 1/50 = 0.02
F(177) = 0.44 ‘

Luego la mé&xima distancia vertical es en este caso:

s =0.44-0.02 = 0.42

1
|

Naturalmente esta medida de maxima distanc#a vertical entre las dos curvas.
F(x) y G(x) es también una variable aleatoria S, en la medida en que G(x) es
una funcién muestral. Si el modelo matematico F(x) les verdadero, G(x)
deber4 aproximarse de F(x) en 1a medida en que n, el tamaiio de la muestra,
crezca. Por lo tanto, el valor critico para S debe variar con n-de forma

/ decreciente. La Tabla muestra los valores criticos para el nivel de
significancia del 95%. Notase que para n = 50, que es el nimero de
observaciones de caudales anuales del Rio Paraiba del Sul, el valor critico es
igual a 0.19. Como 0.09 < 0.19, decimos qué "no tenemos elementos para
rechazar la distribucién normal”. Por otro lado,! como 0.42 > 0.19, decimos que
"la distribuci6n exponencial debe ser rechazaday la pro abilidad de que esta
decisién sea equivocada es inferiora 0.05". | 5

|
|
\
\
|
| T
|
!
\
i
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Tabla 11.3

Prueba de Kolmogurov - Smirnov para Nivel de Significancia de 95%

n Valor Critico
5 0.56
10 041
15 0.34
20 0.29
25 0.27
30 0.24
35 023
40 0.21
45 0.20
50 0.19
>80 Qg
N

11.3 CORRELACION Y REGRESION

Un caso particular de gran interés en Hidrologia es el de evaluar la relacién
entre dos variables. Los andlisis de tales relaciones son generalmente
denominadas de estudios de correlacidn y regresion.

Dados n pares de valores observados {(xi, yi); i = 1,2, ...;u}, el paso inicial en
tales estudios consiste en ubicar eses puntos utilizando ejes cartesianos. Las
ordenadas yi son interpretadas como valores asumidos por la variable
aleatoria Yi, dado que la variable Xi (no necesariamente aleatoria) es igual a
la abcisa xi. Por ejemplo, yi puede ser el total anual de precipitacién pluvial
en un local de altitud Xi = xi (portanto, Xi acé no es variable aleatoria). Como
otro ejemplo, yi puede ser e] valor asumido por la afluencia anual de un rio
en cierta seccién, y xi el valor asumido por el vaciamiento anual del mismo
rio en otra seccién (portanto, Xi acd es una variable aleatoria).

A partir de n pares de valores observados, es facil evaluar el coeficiente de
correlacién muestral, definido como:
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|
|
!
|
N -
|
i
|

n n
2 (xi-X) (yi-y) 2 xi yi|- nxy
— S— Bl f (18)
n n n n
S xi -2 3 yi-p)? S (xi2 - rix)2 3, (i - )
=1 i=1 i=1 :

ci=l
| |
donde % e i son las medias muestrales de X e Y, resp:ectivamente. De la

misma forma que x e ¥ estiman las medias poblacionales py y }3,,
respectivamente, r estima el coeficiente de correlacién poblacional p. Se puede
‘demostrar que r, bien como p asume valores lentre -1 y +1. Un gran valor
absoluto de r indica fuerte asociacion lineal entfe X e Y. Un valor negativo de
r indica que valores grandes de X estin generalmente asociados a valores
pequefios de Y. {

| |
'La curva de regresion de 1a variable aleatoria Y, en términos de la variable X es
definida como el valor esperado de la variab"le Y, conocido el valor de X,
E[Y|X =x]. | ]
Por ejemplo, si X fuera la altitud de cierto% local, e Y el total anual de
precipitacién pluvial, E[Y|X = x] es el total | anual medio (poblacional) de .
precipitacion pluvial correspondiente al local de altitud x.!

Caso esa relacion sea lineal,

E[Y)X = x] = Bo + B (19)

|
|
|

la regresién es llamada regresion lineal simple, Los parametros B, y By son
desconocidos, y, por tanto, deben ser estima:dos con bése en los pares de
valores observados {(xi, yi); i = 1,2...,n}. Los estimadores basados en el método
de los minimos cuadrados son los valores B, y Py que minimizan la siguiente
funcién: | o

"
W= 3 (Yi-B, -Pyxi)? (20)

\
i=1 i
\
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Asi, B, y B son la solucién del siguiente sistema de ecuaciones:

k4 n
o= (2 3 (Yi-Bo-Pyx) =0 (21)
¢ i=1
i‘!"-(2)" ni (Yi j~0 | 22
aﬂl"" i§1 ! "Bo'ﬁlxt‘ (22)
entonces:
n -
2, (xi - X)(yi - )
A 1=1
b= (23)
Y, (xi - x)2
i=1
y
Bo =3~ Br¥ (%)
de modo que la recta de regresion puede ser estimada por:
E(Y | X=2)=Bo+Pr= (25)

Ademés de que esta recta corresponde al minimo valor de la funcién, como
fue impuesto, ella posee dos propiedades interesantes: como atesta la

ecuacién (24), ella pasa por el punto (%, ¥) y, de acuerdo con la ecuagén (25),
la suma de las distancias verticales entre la recta y los puntos (distancia esa
frecuentemente denominada de residuo) es nula.

La recta de regresién es "6ptima” solamente en el sentido de que minimiza la
suma de los cuadrados de los residuos. Para discutir en detalles Ja adecuacién
de tal ajuste, es comiin separar la llamada suma fotal de cuadrados en dos
componentes, la suma de cuadrados explicada por la regresion y la suma de
cuadrados residual, como sigue:
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T ————

n

n no, A ‘
T W-yR=(Y E(Y | X=x}2+ 3 (i-E(Y| X=x)2 (2)

i=1 i=1

Es importante notar que la suma total de cu
variabilidad de variables Y, en la ausencia de ]
" total de cuadrados es proporcional a la varianza de YL y que la suma de
cuadrados residual es simplemente el minimo valor de

i=1

T
1
1

[
!

adrados ohece una idea de la
os valores xi (en efecto, la suma

la funcién, definida

anteriormente {ecuacién 20]. Queda a cargo dql lector verificar se la ecuacién

anterior es realmente una identidad.

\

La ecuacién (25) es muy 1til cuando se quiere Henar una
Suponga por ejemplo que se disponga del siguiente registro de caudales
anuales para el Rio Celeste, situado cerca del Rpo Paraiba do Sul:

- Ano Caudal (m>/s)
50-51 1113 '
51-52 118

53 154
54 60
55 39
56 66 [
57 88 !
58 95
59 109
60 87
"~ 6] 142
62 98
63 84
64 61
65 106
66 124
67 174
67-68 106
68-69 |49
69-70 104
70-7% 60
7172 130
7273 70 ;

informacién faltante,

Observese que el Rio Celeste y el Rio ParaiBa do Sul ;glenen en comun el
periodo 50-51 hasta 70-71, 21 afios. Ademds ¢l Rio Celéste tiene 2 afios de
datos que no estan dxsponibles en el Rio Paraiba do Sul.

|

:
[
.

1f
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Vamos utilizar Jos datos del Rio Celeste para llenar la laguna de informacién
en e} Rio Paraiba del Sul. Por lo tanto los datos del Rio Celeste seran llamados
X y los del Rio Parajba do Sul Y. Aplicandose las ecuaciones (18), (23) y (24)
obténse:

r=0.96
B, = 70.86
By = 2.36

Por o tanto la estimativa para el caudal en el Rio Paraiba del Sul para el aiio

de 71-72 es 70.86 + 2.36 (130) = 377 m3/s y para el afio 72-73 es 70.86 + 2.36
(70) = 236 m3/s.
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