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RESUMO -- Neste artigo reporta-se experiencias
controladas para avaliar a eficiéncia de métodos de
estimagao de S(f), desvio padrio do estimador de um

parametro 0,quando aplicados s problemas de Hidrologia.
A anélise dos resultados obtidos permite concluir que
as Tecnicas de Reamostragem experimentadas (Bootstrap e
Jackknife) sao razoavelmente precisas, podendo ser
usadas na construgao de intervalos de confianga para
parametros hidroldgicos.

INTRODUCXO

A utilizagdo de modelos probabilisticos em Hidrologisa
envolve dois tipos de incertezas: a incerteza na escolha do
modelo que descreve o fenomeno em estudo (ex: distribuigdo normal
ou lognormal) e a incerteza nos paramg¢ros, ou seja, incerteza na
estimagdo dos parametros do modelo selecionado, causando o
chamado "erro amostral de estimaclo".

Diversos pesquisadores ja atentaram para o fato que os
"erros amostrais de estimagao” podem ser muito importantes. Uma
forma tradicional de se considerar a incerteza nos parametros de
modelos probabilisticos é o uso dos chamados "Intervalos de
Confiancga"™, USWRC (1974) e Ashkar (1986).

O intervalo de confianga de um parametro & dado em fungao do
desvio padrao de seu estimador da seguinte forma:

§ ~ =z (1- @/2) s(8) < 6 <@ + z(1-a/2) s(B) (1)

~
onde 6 é a estimativa do parametro &, S(8) é o desvio padrao de
8 e z{1-a/2) é o valor obtido de uma distribuigdo padronizada
(usvalmente assume-se a distribuigdo normal). Um método para 0
calculo de S(§) é sem divida fundamental para a construgao de
intervales de confianga. MNo caso de parametros usuais, tais como
média e varidncia de processos pleatdrios, o hidrologo encontrari
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na Estatistica Cldssica fdérmulas jé consagradas para o calculo de

s(8 ), J& para parametros mais especificos tais como "valor (| ™
esperado do tamanho do reservatdrio" estas formulas precisam
ainda ser derivadas. Nestes casos o hidrélogo tem como
alternativa o uso das chamadas Técnicas de Reamostragem (Efron,
1982). Como se veréd adiante o cdlculo de S(B) por estas técnicas

é extremamente intuitivo e simples.

0 objetivo deste artigo é apresentar o uso de duas destas
téecnicas em Problemas da Hidrologia e comparar 05 seus resultados
com o83 fornecidos por férmulas da Estatistica Cléssica.

JACKKNIFE

4 idéia original do Jackknife foi proposta por Quenocuille
(1949), sendo seu uso generaljzado por Tuckey (1958).

0 Jackknife consiste em, dado uma amostra x = {xl, x2,..,xn}

contendo n sorteios independentes da variavel sleatdria X,
dividi-la em w grupos de tamanho h, onde n = wh, e tomar ﬁ_. como
a estimativa do parametro 6 tendo omitido o i-ésimo grupo de

observagoes. Exceto quando o volume de dados é muito grande,
deve-se usar w = n e h = 1.
A determinagdo do desvio padrio gjackk é feita obtendo-se da
amostra x n "pseudo-amostras" x%* s 1 = l,...,n., por omissio
. s~ ~ jackk
da 1-esima observagido da amostras
i =
xjackk {xl, Xgs ey Xo 1, Xiggr cees xn} (2)
. . -~ 1 I ~
A estimativa do parametro 8, calculada sobre xjackk e entao
G_i = g { Xy, Xpsenes X: 10 xi+1,...,xn) (3)
0 estimador Jackknife de S (§) é dado por:
) _ _ n ~ _ "~ 2 1/2
Sjackx T {lazb) I, By - G, (4)
onde 9(.) € a média dos B_i :
'8 = _1 P 6_. (5)

i=1 -1

(.)

BOOTSTRAP

C Bootstrap foi desenvolvido por Efron (Efron, 1982) e exige
um esforgo computacional maior que o Jackknife. A metodologia do
Bootstrap para determinar a distribuicgao empirica de
probabilidades de &, assim como para a estimagdo de seu desvio

f
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padrao, pode ser resumida no seguinte algoritmo:

l - Faz-se uma Yeamostragem com reposigao das observacces da
amostra x forgando uma "pseudo-amostra" (ou amostra

Bootstrap), X oot
b - * * *
*boot {xl’ Xor seoXy } (6)

2 - A partir da "pseudo-amostra" xgoot’

estimativa do paradmetro 8 de interesse,

pode-se calcular a

gb = g ( x*

*
boot 1? XE""’ *a ) (7)

Repetigles independentes dos passos 1 e 2, formecenm ég £
o~ o~ . - Oo
82 e, egoot, estimativas do parametro O com as quais e

boot’®

pgssivel determinar a distribuigdo empirica de probabilidades de
egoot'

O estimador Bootstrap do desvio padrao de § é:

-~ - B b - Al 2 1/2

Sboot t Bfl Zb=1 ( eboot eboot ) } (8)
onde:

= B gb
eboot "%— Zb=1 eboot (9)

ESTUDOS COMPARATIVOS

A aplicagdo do Jackknife e do Bootstrap foi avaliada na
determinagao do desvio padrdo da vaz3o média e na determinagiao do
desvio padrao do tamanho do reservatorio para um nivel de

regularizagao de 90%.

Estes dois estudos foram realizados considerando dois
conjuntos de vazdes cada qual constituido de 100 séries de 40
vazoes independentes, com distribuigao Lognormal, média unitaria,
e desvio padrao 0.1 e 0.8 respectivamente. Estas vazoes nao s3o
valores observados em um dado rio, mas sim séries sintéticas,
geradas com .a finalidade de realizar um estudo totalmente
controlado, Estes conjuntos de vazoes denominaremos cendrio A
(desvio padr@o 0.1) e cenirio B (desvio padrao 0.8).

A avaliacgao das técnicas, Jackknife e Bootstrap, baseou-se

na comparagao das variabilidades em torno do "valor verdadeiro®,
. - [ s . ’ .

das estimativas obtidas em cada série por estas tecuicas com a

mesma variabilidade da estimativa obtida com formulas da
D L4 . a - rd ~

Estatistica Classica. No primeiro estudo estas formulas sao

bastante conhecidas. No segundo ' foi necessario deriva-las.

Aproveitou-se ainda estes estudos para avaliar o uso dos Métodos




Bayesianos para o calculo de S ( ), embora estes nio tenham sido
desenvolvidos com este objetivo. Maiores detalhes da aplicacgao
dos Métodos Bayesianos nestes casos podem ser encontrados em
Costa, 1987.

Vazao Média

Pela Estatistica Classica temos que se X. i o= 1,2,.., sao
variaveis aleatdrias 1ndependentes e 1dent1camente distribuidas
com desvio padriao O entdo o desvio padriao 5(X), e o, /vn.

Se o, é conhecido pode-se facilmente determinar S(X). Para
o caso dos cenarios A e B temos, S(X) = 0.01581 e S(¥) = 0.1265,
respectivamente.

Em geral, porém, o, é quase sempre desconhecido e é estimado

pelo correspondente valor amostral obtendo-se entio o Estimador
Classico do desvio padrido de X, Sclass(X) =5 / vYu , onde &8 e
- X

o desvio padrao amostral de X e n o tamanho da série.

0 calculo da estimativa do desvio padrdo pelo Método
Jackknife, para o caso em que 6= é dado por (Efron, 1982).

n _— o2 1/2
sjackk(x) = [( n(tll-'l) Py (xp - %7 ) ) (10)
Pois,@ = {1/n) E?=1 X, e 6-i = E_l
Entao:
6 . = (n- x.) / (a-1) e
é(_) = (/o) 2%_, 6 . = (1/0) 22, ((af - x.) /(0-1)) =§ e
8 . -8 = (08 - x.)/(n-1) - & = (% - x.)/(a-1) (11)
-1 (.} i i

Substituindo a Equagao (11) na Equagio (4) obtemos a Equagido
10). Ou seja, neste caso o Estimador Jackknife do desvio padrao

igual 'ac Estimador Classico.

(
é

0 calculo do estimador do desvio padrao por Bootstra para
‘o caso em que 8= X consiste em fazer-se na Equacao (7).

A x93y - T n %*
g(r*l, s, X)) t11 P (12)

. . - » - -
Considerando os xg como variavels aleatorias independentes e

igualmente distribuidas com distribuigdo igual a distribuigio
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empirica de x.; glx¥, xz,..,xz) ¢ uma variavel aleatéria cuja

. » #
variancla e dada por:

Var [g(xﬁ, xz,..)] = n ( 1 Var(X?)) (13)
2

n

Se interpretarmos o Estimador Bootstrap do desvio padrao

como o desvio padrao de g(x;, fE,...,fZ), tem-se que:
7 [N

: < Lo -

lim § (X) = ( _1_ var [Xi]) 1/2 S (14)

B-rceo n £

Substituindo-se na Equagdo (14) a férmula de Var [ X*]
i

f

~ — s - .
lim § (x) = x| n-t1 . (15)
B+ boot /ﬂ_— ﬁ a ! oot
Ou seja, o Estimulador Bootstrap neste caso & proporcional ao

Estimador Cléssico.

S { r

Tamanho do Reservatdrio ‘

Seja o problema da determinagao do tamanho do reservatorio
que garanta uma vazao defluente igual a 90% da vazio média do
historico durante toda a vida Gtil do empreendimento.

Uma forma de abordar este problema é analisé-lo do porto de

vista probabilistico, ou seja, dada uma série de vazdes anuais,
# - . . .

X = (xl, xz,...,xn) » afluentes a um reservatério iticialmente

cheio, a capacidade requerida (Kn) é:

Kn = max { qi} (167
1=1,...n
q; = max {0, Q. * a x - xi} i=,..,n (17)
100
A
onde g, ¢ o volume necessario até o ano i, q, e nulo e @ = 90,

. Séries distintas de afluéncias resultam segundo as Equagdes
(16) e (17) em diferentes capacidadess Pesta forma K pode ser
encarada como uma variavel aleatdéria, de modo que o projetista
pode optar pelo valor esperado de Kp ourﬁelo quantil a 95% desta
distribuigao de probabilidades. Gomide (1975) derivou, para
aflueéncias independentes e regularizagao qualquer a distribuigdo de
K e seus momentos média e varidncia.

0 método de Gomide exige (em geral) solugdoc numérica ou o
uso de distribui¢des 'discretas para aproximar distribuicoes
continuas. Costa (1987), resolveu este mesmo problema pelo




Método de Monte Carlo, obtendo o valor esperado, o desvio padrao
e o quantil a 95% (k40(952)) da distribuigdo de K&O para

afluencias logonormais e independentes em fungio do coeficiente de
variagdo destas, para niveis de regularizacio de 70%, 90%, e 95%.
As Figuras 1 e 2 apresentam as respectivas curvas em fungdo do
coeficiente de variagdo. Assim, por exemplo, para o cendrio A ¢
possivel determinar Mego ™ 0;11227 e k, (95%) = 00,2099 através da
figura 1. Entretanto, na pratica os 'valores populacionais de
média e desvio padrdo das afluéncias n3o sio conhecido e sao
substituidos pelos valores amostrais e neste caso .interessa ao
g:ojetiata considerar &  variabilidade amostral de Meso e

40(95%). Costa (1987) determinou ainda por Monte Carlo o desvio
padrio de B 40 © khO(QSZ)° A Figura 3 apresenta as respectivas

curvas. Se a média e o desvio padrio das afluéncias sao

conhecidos temos para o cenario A S(akéo) = (.0286 e
S(E40(95%)) = 0.0468 e para o cenario B S(ﬁkb = 0,910 e

s(ﬁao(gsz)) = 1.680,

o’

Como anteriormente o projetista ndo dispSe dos parametros
populacionais e os estima pelos correspondentes valaores amostrais

X e 8x com 05 quais através da Figura 3 obtém-se § (o ) e
3 (k, (95%)). cless k40
class 40
Dada uma série de afluéncias x. a determinagao de

i,J’
Sjackk(mkﬁo) e gjackk(ﬁho(gsé)) pelo Jackknife ¢ felI; conforme o

seguinte algoritmo:

1- obter uma pseudo-amostra x}a omitindo-se o i-ésimo

. ckk’
elemento da série de X, j
¥
] ~1 i
2- com & pseudo:amostra obtida calcular x"e s_ - Usar a

. 1 A
Figura para obter D40 © E40(957)
3- repetir os itens (1) (2) n vezes

- . ~ j ~ ~ j ~ ~
4- determinar S'ackk(mkAO) e Sjackk(k40(95%)) Equagao (4) a

partir dos n mesg © 40(95%) obtidos.

~ ~ ~

Sboot(m )

A determinacao de K40 e Sboot

(an(gsz)), é feita
pelo algoritmo abaixo:

l1- obter uma pseudo-amostra xbgot

b determinar xPe sb.
boot x

e k40(95%)

2- com x usar a Figura 1 para obter

g2

k40
3- repetir os itens (1) e (2) B vezes (B = 1000)

4-. determinar S%oof(mkAO)A e g%oot(ﬁ40(952)) equacao, a
partir dos B valores de myp40 e kyg(95%) obtidos.




RESULTADOS

As tabelas 1 a 6 apresentam oS8 resultados obtidos, No
primeiro estudo, Vazio Média, observa-se que o Método Claassico
subestima o valor verdadeiro. A tendéncia a subestimacio ¢
acentuada no Bootstrap, uma vez que o estimador do deaviag padrag
por Bootstrap e'gbtido atraves da multipligacao ?Q Valg; obtida
pelo Metodo Classico por um fator de corregédo,y(n-1)/n, Equagao
(15). Tendéncia inversa ocorre na metodologia Bayesiana, onde
existe uma superestimagio em relagio ao valor verdadeiro.

_Quanto a variabilidade, medida pelo coeficiente de variagao,
o8 metodos Classico e Bootstrap s3o equivalentes, 0 Método
Bayesiano no caso do cenario B apresenta variabilidade superior.

Podemos observar ainda nas Tabelas 1 e 2, nas linhas
correspondentes ao Bootstrap que 0s valores obtidos
pela Equagao (8), para B = 1000, e os obtidos para o caso limite
B =®, Equagao (15), si3o equivalentes.

As tabelas 3 a 6 mostram que o©05 meétodos apregsentam
comportamentos similares nos dois casos do segundo estudoc. O
Método Classico apresentou uma tendéncia a subestimagao em
relagdo ao valor verdadeiro. Esta tendéncia é mais acentuada no
Bootstrap e no Bayesiano. 0 Jackknife apresentou comportamenteo

distinto para os cenadrios A e B. No cenario A o Jackknife
apresentou uma tendencia a superestimagao com relagdo ao valor
verdadeiro, enquanto que para o cenario B a tendéncia a

subestimagao apresentada pelos demais métodos foi mantida.

Quanto a variabilidade, o método que apresentouw o©0S menores
* . . L4 .
valores foi o Bayesiano, seguido pelo Classico, Bootstrap e

Jackknife,

CONCLUSZO

A analise dos resultados apresentados no item anterior
permite concluir que as Técnicas de Reamostragem experimentadas
(Bootstrap e Jackknife) s3o razoavelmente precisas, podendo ser
usadas na construgao de intervalos de confianga para parametros
hidroldgicos. A tendéncia destas técnicas 3 subestimagac do
tamanho do intervalo ¢é apenas levemente superior a mesma
tendéncia das fdérmulas classicas. Dentre as duas, a técnica de
Bootstrap se revelou levemente superior. Os Métodos Bayesianos
nao se mostraram competitivos o que pode ser justificado pelo
fato de ndo terem sido desenvolvidos para esta aplicagao,
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CV -~ (Coeficiente de Variacio das Afluencias)

"Figura 1 - Curvas k,0(95%2) x CV e Myso ¥ CV.  Afluéncias Log-
normais, niveis de regularizacdo 957, 907 e 70%. Valores em

unidade do desvio padrio das afludncias".
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CV - (Coeficiente de Variacao das Afluencias)

desvio
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CV - (Coeficiente de Variacgio das Afluencias),

"Figura 3 - Curvas S(EAO(QSZ)) x CV e S(HRAO) x CV,

Lognormais, niveis de regularizacio 8957, 907 e 703%.

unidade de desvio padrio das afluencias".
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"Tabela 1 - Comparagiio dos Métodos. Parametro U. Cendrio A.
(EMQ = erro médio quadratico)".

Metodo i Média Desvio Coef. 1/
i}ﬁ} g Padrdo Variagdo Emql/?
Cléssico e ° 15.76x10"° 1.75x16°2  0.111 1.75x10"3
Jackknife
. -3 -3 -3
Bayesiano 16,34x10 1.85x10 0.113 1,92x10
.3 ' -7
Bootstrap 14 5k yf{; J33¥ 0 -3 {TQES -3
B~ o 15.37x10 1.71x10 0.111 1.77x10
Bootstrap -3 -3 -3
B = 1000 15.64x10 1.81x10 0.115 1,82x10
- !
Valor Verdadeiro 15.81x10 > ;(3=1;J55
"Tabela 2 - Comparagio dos Métodos. Parametro U . Cenario B.
(EMQ = erro médio quadrdtico)",
Método Media Desvio Coef. 1/2
Padriao Variacao EMQ
Classico e 0.1205 0.0325 0.269 0.0330
Jackknife
Bayesiano 0.1428 0.0329 0.231 0.0367
Bootstrap ' T Ly D037 ) 2335
B+ o 0.1175 0.0317 0.269 0.0330
Bootstrap
B = 1000 0.1198 0.0326 0.272 0.0333
Valor Verdadeiro 0.1265 :Ch% /\“40
"Tabela 3 - Comparagao dos Métodos. ParAmetro M so° Cenério A.
= Loq A " -
(EMQ erro medio quadratico)", KbmﬂibmJaé*“’of fvﬂa
Método Média Desvio Codf. & 1/2
Padrao Variac3o EMQ
Classico 0.0279 0.0060 0.2151 0.0060
Bayesiano 0.0117 0.0023 0.1966 ¢.0171
Jackknife 0.0295 0.0068 0.2305 0.0069
Bootstrap 0.0276 0.0063 0.2228 0.0064

Valor Verdadeiro 0.0286




""Tabela 4 - Comparagio dos Métodos. Pardmetro M 4o Cenédrio B.
(EMQ = erro médio quadritico)",

Método Média Desvio Coef. 1/
Padrio Variacio EMql/?2
Classico ~ 0.0463 0.0095 0.02086 0.0095
Bayesiano 0.0328 0.0054 0.1638 0.015¢0
Jackknife .0.0482 0.0113 0.2344 0.0114
Bootstrap 0.0453 0.0106 0.2340 0.0107

Valor Verdadeiro 0.0468

"Tabela 5 - Comparagdo dos Métodos. Pardmetro K#O(QSZ)' Cenario A
(EMQ = erro médio quadrético)".

Método Média Desvio Coef. 1/2
Padrao Variacao EMQ
Classico 0.854 0.317 . 00371 0.322
Bayesiano 0.433 0.131 0.303 0.495
Jackknife 0.745 0.488 0.655 0.515
Bootstrap 0.639 0.364 0.570 0.454

Valor Verdadeiro 0.910

"Tabela 6 - Comparagdo dos Métodos. Parametro K40(95%). Cenario B

(EMQ = erro médio quadritico)".
Método Média Desvio Coef., 1/2
Padrio Variacao EMQ
Classico 1.566 0.557 0.356 0.569
Bayesiano 1.023 0.326 0.319 0.733
Jackknife 1.387 0.894 0.645 0.941
Bootstrap 1.183 0.660 0.558 0.826

Valor Verdadeiro 1.680




STANDARD DEVIATION OF HYDRO!'OGICAL
PARAMETER'S ESTIMATORS CALCULATION

by

Fernanda da Serra Costa, Jerson Kelman, Jorge M. Damazio

ABSTRACT -- Controlled experiences to access the
efficiencies of calculation methods for standard
deviations of hydrological parameters estimators are
made, The Resampling Technics tested are shown to be
precise and useful in the development of confidence
intervals.




